présente?)  to 

Zbe  Xibrari? 

of  tbe 

TUniverelti?  of  ^Toronto 


P^ûl^soi^    Cb)a^. 
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]  ,  Équations  du  plan 


RÉSUMÉ 

P  =  Aa?  -f-  Bj/H-  Cz  -+-  D  =  0, 

X  cos  a -h  y  cos  p  -I-  2  cos  y  —  P  —  v-S 

^  +  f  +  ^ 
abc 


2.  L'équation  du  plan  parallèle  à  un  plan   P    et  passant  par  un  point   {x',  y\  %') 
est 

A(a;  -  X')  4-  B(?/  -  y')  -+-  C(s  —  z')  =  0. 


3.  L'équation  du  plan  qui  passe  par  trois  points 
f  y  z 

\f  z' 

'•"  v" 

MosN.  —  m 


ù  PLAN   ET    DROITE 

>.  L'équation  générale  des  plans  qui  passent  par  la  droite  (rinlerseciion  de  deux 
autres  est 

P  4-  Al>'  =  0. 


5.  La  condition  pour  que  trois  plans  passent  par  une  môme  droite  est 

)^P  +  VP'  +  À"P"  =  0. 

6.  La  condition  pour  que  quatre  plans  passent  par  un  même  point  est 

>,P  +  X'P'  -f-  \'V  +  V"P"  =  0. 

7.  L'angle  de  deux  plans,  en  axes  rectangulaires,  est  donné  par  la  formule 
AA'  -t-BlV  +  ce 


cos  V  = 


y/A^  4-  B-  ^1-  a  v'A'-  -4-  B'^  +  (;'■ 


3.   La  condition  pour  que  deux  plans  soient  perpendiculaires  est,  eu  axes  rectan- 
gulaires, 

AA'  -h  r.c  -h  ce  =  0. 


0. 

Equali 

ons 

de  la  ligne 

droite  : 
P  =  0 

et 

P'  = 

:0, 

.T 

-Xo_tJ 

-y, 

b 

=  - 

c 

=  P, 

a 

ce 

1+X 

y  = 

_  Ih 
1 

+  '^</i 

+  X 

' 

Z  — 

2o  +  "^^i 
1+X 

10.  Équations  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  : 
x  —  x'        y —  y'        z  —  z' 


x"  —  x'       y"  —  y' 


11.  Les  cosinus  directeurs  d'une  droite  ayant  pour  coefficients  directeurs  a,  h,  C 
sont,  en  axes  rectangulaires, 


cos  y 


\/a''  -+-  b-  -h  c-  vV/-  +  b-  +  c-  \/a-  -+-  b-~h  c- 

et  l'on  a 

cos-  a  +COS-  Jj  +  cos-  y  =^  1. 

Lorsque    la  droite   est   rinterseetion  de  deux   plans     P  =  0,     1*'  =  0,     o 
peut  prendre 

a  =  BC  -  CB',  b  =  CA'  -  AC,  c  =  AB'  -  B.V. 
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12.   L'angle  de  deux  droites  ayant  pour  coefficients  directeurs  (a,  h,  c),  {a',  b',  c') 
est  donné,  en  axes  obliques,  par  la  formule 

Haa'  -f-  Kbc'  -+-  cb')  cos  a 


COS  V  =: 


y/ïa-  -f-  i'ï.bc  cos  X  y/i:»'*  -t-  2ï.b'c'  cos  ). 


13.  La    condition  pour   que   deux  droites   soient  perpendiculaires   est,   en  axes 
obliques, 

laa'  -+-  2(&c'  H-  cfc')  cos  X  =  0. 


14.  La  condition  pour  qu'une  droite  soit  parallèle  à  un  plan  est 

Affl  +  De  +  Ce  =  0. 

15.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il  faut  qua  l'on  ait 

ABC, 

—  =  —  =  —    (axes  rect.), 
abc  ' 

ABC,  ,,.        ^ 

—  =  —  =  —     (axes  olihques), 

,      Ofl  Ol,  >c 

s  désignant  la  somme    2a'^  -+-2ï,bc  cos  X. 


16.  I/augle  d'une  droite  avec  un  pian  est  donné  par  la  formule 

„.    ,,  Aa-+-D?>-f-Cc  ,  ,, 

bm    V  =  ■ ::r:^:=::=zz:zr      (axeS  rect.). 

V^A-  -t-  li-  -t-  C-  \/a-  +  0-  +  c^ 

17.  Les  équations  de  la  perpendiculaire   abaissée  d"uu   point  sur  un  plan  sont, 

en  axes  rectangulaires, 

x  —  x'  _  y  —  11'  _  -■  —  z' 
Â       ~      ~  ~       C 


18.   La  distance  de  deux  points  est 


d  =  s/(a;'  —  xy  -f-  {y'  —  y"f  -+■  [z'  —  z")*  (axes  rect.), 
d  =  \/^(x'  —  x")-  -+-  22(«/'  —  y")[z'  —  z")  cos  X  (axes  obliques). 

19.   La  distance  d'un  point  à  un  plan  est,  en  axes  rectangulaires, 
Ax'  -+-  liy'  +  Cz'  -I-  D 


\/\-'  -f-  IJ^  -f-  C' 

£0     La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  donnée,  en  axes  rectangulaires,  par  la 

formule 

[I.a{x^-x^T■       £[M'.--%)-o(.y.-yo)r- 
''■  —  -'(Xi  — a„r — — _  — — • 
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21.  L:i  perpciidiailaire  commune  à  deux  droites  ayant  pour  coeflicients  directeur; 
[a,  b,  c),  (a',  h',  c')  et  passant  par  les  points  {Xo,  yo,  Zo),  (^i,  2/i,  Si 
a  pour  équatioîis 


x—xo        y—yo       z- 

a  b 

bc'—cb'    ca'—ac     ab- 


-ba- 


x—x\      y—y\       z—Z\ 

a'  b'  c' 

bc'—cb'    ca'—ac'    ab'—ba 


Le  volume  du  tétraèdre  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  (Xi,  j/i,  2t 
(X*,  î/a,  2,)  est 


Xi 

î/l 

Z\ 

l 

1 

Xi 

t/2 

Zi 

1 

6 

X-i 

\h 

Z:) 

1 

X, 

î/* 

Zi 

1 

Les  coordonnées  du  centre  des  distances  proportionnelles  sont 
'kiXi-hliXi  + -+-Xnrn  SXx  lly 


In 


SX 


nz 

£X 


Les  coordonnées  du  centre  des  moyennes  dislances  sont 


S?/ 


Iz 


24.   Le  plan  polaire  d'un  point    (Xi,  J/i,  2i)     par  rapport  à  deux  plans    P 
Q  =  0    a  pour  équation 

_P_    ,   _Q^ 
P.   "^    Q, 


=  0. 


25.   Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans 

P  _  >Q  =  0,  P  -  nQ  =  0, 

p  _  X'Q  =  0,  P  -  Hi'Q  =  0 

X-X'   .  X->' 
V-—1'  '  p-—\>-'' 


est 
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"^  i.  Étant  donné  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases parûl- 
lèles,  on  le  coupe  par  un  plan  parallèle  aux  bases,  et  Von  joint 
chaque  sommet  de  celte  section  au  point  de  rencontre  des  diago- 
nales  de  la  face  opposée  ;  démontrer  que  les  trois  droites  ainsi 
obtenues  sont  concourantes. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  arêtes  AA',  BB', 
ce  du  tronc  de  pyramide,  et  appelons  (a,  b,  c),  {ka,  kb,  kc), 
[ha,  hb,  hc)  les  longueurs  des  droites  OA,  OB,  OC,  OA',  OB', 
OC,  OA",  OB",  OC",  A"B"C"  étant  la  section  parallèle  aux 
bases. 

Les  diagonales  BA',  AB'  ont  pour  équations 

les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection  y  sont 

ak                            hk 
X—- '1  y  = -, 7»  z  =  0. 

Los  coordonnées  du  point  qui  partage  la  droite  yG"  dans  le 
rapport  X  sont 

ak  hk  Xhc 


*       (A-t-lXX-M)' 

^     (/,  +  iXx-j-i)^ 

'-1-^X' 

et,  si  l'on  jircnd 

'  =  kiiXh 

les  coordonnées  de  ce 

point  sont 

akh 

bkh 

chk 

""-  k-\-h-\-kh' 

y-k  +  h  +  kh*          ' 

-  k-+-hH-kh 

Ce  point  se  trouve  évidemment  sur  les  droites  qui  joignent 
les  points  B"  et  C  aux  points  de  rencontre  des  diagonales  des 
faces  opposées.  Donc  les  droites  considérées  se  coupent  en  ce 
point. 
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Solution  géométrique.  —  La  droite  d'intersection  ap  des 
plans  CA'B',  G'AB  est  parallèle  aux  droites  AB,  A'B'  et  A*B"  ; 
de  même,  les  droites  ay  et  pY  sont  parallèles  aux  droites  A"G" 


et  B'C.  Par  conséquent,  les  triangles  A"B"C",  «py  ont  les  côtés 
parallèles,  et  les  droites  A"a,  B"p,  C'y  se  coupent  en  un  point 
qui  est  le  centre  d'homothétie  de  ces  triangles. 


2.  Quatre  points  d'une  droite  se  déplacent  sur  les  faces  laté- 
rales d'un  prisme  guadrangulaire  ;  démontrer  quhin  point  quel- 
conque de  cette  droite  décrit  une  parallèle  aux  arêtes  du  prisme. 

Prenons  pour  axes  les  arêtes  d'un  trièdre  formé  par  deux 
côtés  de  la  base  et  par  une  arête  latérale.  Les  équations  des 
faces  latérales  sont 

a?  =  0,     y  =  0,     te  -h  my  —1=0,     l'x-\-  m'y  ^1=0. 

Appelons  a,  b,  c,  d  les  distances  des  quatre  points  donnés 
de  la  droite  à  un  point  P  quelconque  de  cette  droite,  ayant 
pour  coordonnées  x^,  y^,  Zq- 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  sont 

.To  +  ?3c, ?/o-HpP,  2û-+-pY. 
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et,  en  remplaçant  successivement  p  par  a,  b,  c,  d,  on  a,  puisque 
les  points  correspondants  sont  sur  les  faces  latérales  du  prisme, 

l{x,  -f-  ex)  4-  m(y,  +  ^f  )  —  1  :^  0, 
l'ix^  +  dT)  -h  m'iy^  -h  rfp)  —  1  =0. 
Le  point  P  décrit  la  droite  qui  a  pour  équations 

a  —  c)  —  +  f/>  —  c)  -/  =  1, 
a  6 

co  point  P  décrit  donc  une  parallèle  aux  arêtes  du  prisme. 


3.  Uyie  droite  se  déplace  en  s'appuyant  sur  deux  droites  données 
dans  l'espace  et  en  restant  parallèle  à  un  plan  fixe;  trouver  le 
lieu  des  points  qui  partagent  cette  droite  mobile  dans  un  rapport 
donné. 

Soient  E,  E'  les  points  où  les  droites  données  D,  D'  coupent 
le  plan  flxe  P,  et  AÂ'  une  position  quelconque  de  la  droite 
mobile. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  EE'  et  pour  axes  des  x 
et  des  y  les  parallèles  aux  droites  D  et  D',  menées  par  un 
point  0  quelconque  de  la  droite  EE'.  Les  équations  des  droi- 
tes données  sont 

Les  coordonnées  des  points  A  et  A',  situés  sur  les  droites 

D  et  D',  sont 

l   X  =  OL ,  /    a?  =  0 , 

(A)      Î/-0,  (A')      y=?, 

\    z  —  a;  \    z  =  b. 

Les  coordonnées  du  point  M  qui  partage  la  droite  AA'  dans 
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un  rapport  donné  X  sont 

a 


y  = 


i^ 


a  +  kb 


1-hX  ^       l  +  X'  ~        i  +  x 

comme  la  droite  AA'  se  déplace  parallèlement  au  plan  P,  le 
rapport  -  est  constant  et  égal  à  m  ;  donc  le  point  M  décrit  la 
droite  située  à  l'intersection  des  plans  définis  par  les  équations 

,                         a  4-  U 
y  =  mkx,  z  — -' 

1  -t-  A 

Le  dernier  de  ces  plans  est  le  plan  des  xy  si  l'origine  0  par- 
tage la  droite  EE'  dans  le  rapport  donné. 

•Solution  géométrique.    —  Soit   0   le  point  qui  partage   la 

droite  EE'  dans  le  rapport 
donné.  Si  l'on  appelle  B  et 
B'  les  points  où  les  droites 
Ox,    Oy   coupent  le    plan 
parallèle  au  plan  P  et  mené 
par  AA',  les  droites  AB,  A'B' 
sontparallèles  et  égales  res- 
pectivement   aux    droites 
OE,  OE';  donc  la  droite  BB' 
coupe    la   droite    AA'    au 
point  M  qui  divise  cette  droite  AA'  dans  le  rapport  donné.  Le 
point  M  décrit  donc  la  droite  OM,  qui  partage  les  parallèles 
à  BB'  dans  le  rapport  donné. 


4.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  une 
droite  quelconque  menée  par  le  centre  d'un  cube,  avec  les  diago- 

4 
nales  de  ce  cube,  est  égale  à  -■ 

Prenons  pour  axes  les  parallèles  aux  arêtes  du  cube,  menées 
par  le  centre  du  cube.  Les  coordonnées  des  sommets  A,  B, 
C,  D   situés   du   côté   de    Oz    sont    (a,   a,  a),      [a,~a,  a), 
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(—a, — a,  a),  ( — a,  a,  a);  les  cosinus  des  angles  que  font 
les  diagonales  OA,  OB,  OC,  OD  avec  les  axes  sont 

J_    J_    J_\      /  1     -i      i 

Vv/3  '    v^  '  v/sj'    \v/3  '  v/â'  /âj' 

et  si  l'on  appelle  X,  (ji,  v  les  cosinus  des  angles  de  la  droite  OM 
avec  les  axes,  a,  p,  y.  S  les  cosinus  des  angles  de  cette  droite 
avec  les  diagonales  OA,  OB,  OC,  OD,  on  a 

X  +  i^  +  v  X  — (1-4-V 

—  X  —  ;Ji  +  V  ^         —  X  -f-  ;ji  -f-  V 


et 


,2_|_02_^.^5_^_22  ^ 


v/3  v''^ 

(X+.a4-v,2+(— Xh-j7.-|-v)2+(X— .a+v/+fX+a-v)2 


3 


4lX^+,u^+v^)  _  4 
3  ~  3* 


5.  />'wn  po»i^  quelconque  d'un  plan  fixe,  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  un  système  de  plans  donnés;  le  lieu  géométrique 
du  centre  des  moyennes  distances  des  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires est  un  plan. 

Soient 

P,  =  Ajx H-  B,y  -4-  Ci2:+  Di  =  0, 


P„  =  Kx  -\-  B„y  -t-  C„  J  +  D„  =  0 

les  équations  des  n  plans  donnés,  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  dont  les  coordonnées  sont  a?^,  y^,  z^,  sur  le  plan  F,-,  sont 
données  par  les  formules 
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^i  —  ^0  _  ?/'•  —  ?/fl  _  Zi  —  h       —  D,  —  A;.ro  —  B,?/o  —  C- 


A,- 


13, 


Ci  A^  +  Bf  H-  Cf 

les  coordonnées  du  centre  des  distances  proportionneiles  de 
ces  points  sont 


a;A/(A,•x„+B;?/o-^C,•^o+D,•) 


^Ixç^+my^+nz^+h . 


■~^-y~^.:2à    Af+BF+C 


A?+B^^-Cf 

-  =fXoH-m'?/o+?i'^o+/<', 


La,- 

.  _  ^• 

L'équation  dulieu  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant  x^,  y^,  <?„ 
entre  les  équations 

IXf^  +  my^  4-  nz^  -+-  h  —  x  =  0, 

I'Xq  -h  m'y^^  -v-  n':■^^  -\-  h'  —  y  —  0, 

/Vq  H-  ?«"_?/„  H-  ^^''Jq  +  A"  —  3  =  0, 

Aro-hB^o+C^^o  +  D  =  0, 

la  dernière  représentant  le  plan  fixe  ;  le  résultat  de  l'élimina- 
tion est 


0. 


l 

m 

n 

h—x 

v 

m' 

n 

h'-y 

l" 

m" 

n" 

h"~z 

A 

B 

G 

D 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  plan. 


6.  Si  une  droite  de  longueur  constante  se  meut  entre  deux 
droites  données  dans  l'espace,  chaque  point  de  la  droite  décrit  une 
ellipse. 

Soient  AB  la  droite  mobile  et  G  le  point  pris  sur  la  droite. 
Prenons  pour  axe  des  z  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
données  et  pour  axes  des  x  et  des  y  les  parallèles  à  ces  droites 
menées  par  le  point  qui  divise  la  plus  courte  distance  dans  le 
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CA 


rapport  — --   Les  équations  des  droites  données  sont 


a;  =:  0 


les  coordonnées  des  points  A,  B   sont  (a,  0,  a),    (0,  p,  b),  et 
celles  du  point  C  sont 


z  =  0, 


Si  l'on  désigne  par  /  la  longueur  de  la  droite  AB  et  par  0 
langle  des  deux  droites,  on  a 

/2  =  a2  +  ^^2  +  (a  —  bf  —  2a?  cos  0, 
et,  par  suite, 

l'=^'[^-fl^f[^-  ^-^\[a~bf-^.xy[i- -^ U- ^)cos 0. 
L'équation  du  lieu  du  point  G  est  donc 
x^      y^      â.ry  cos  0        l^ 


ab 


T— Il 


C  désignant  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données. 
Ce  lieu  est  une  ellipse  ayant  son  centre  sur  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  et  située  dans  un  plan  parallèle  à  ces 
deux  droites. 

Solution  géométrique.  —  Puisque  les  longueurs   GA  et  CB 

GA 

sont  constantes,  le  rapport   -j-  est 

LiD 

constant,  et  le  point  G  se  déplace 
dans  le  plan  parallèle  aux  deux 
droites  mené  par  le  point  0  qui  di- 
vise la  plus  courte  distance  EE' 
dans  le  rapport  donné. 

Si  l'on  désigne  par  A'  et  B'  les 
projections  des  points  A   et  B  sur 
ce  plan,  les  triangles  rectangles  CAÂ'  et  GBB'  restent  cens- 


^2 
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tants,  puisque  les  côtés  CA,  GB,  AA'  et  BB'  sont  constants; 
il  en  résulte  que  les  longueurs  G  A'  et  CB'  sont  invariables.  Le 
lieu  du  point  G  est  donc  une  ellipse  ayant  pour  centre  le  point 
0  et  située  dans  le  plan  OA'B'. 


7.  Par  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD  on  mène  des  paral- 
lèles à  une  direction  quelconque;  ces  droites  coupent  les  faces 
opposées  en  des  points  A',  B',  G',  D'  qui  sont  les  sommets  d'un  té- 
traèdre triple  du  tétraèdre  ABGD. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  l'axe  des  x  parallèle 
aux  droites   AA',    BB',    CC',   DD',    et  appelons    (a?i,    yi,    Zi\ 

{x2,  j/2,   -3:2), les  coordonnées  des  points   A,    B,    G,    D 

et  x[,  x'i,  x's,  x[  les  abscisses  des  points  A',  B',  G',  D'.  Le 
volume  du  tétraèdre  A'B'G'D'  est 


mais  puisque  les  points  A',  B,  G,  D  sont  dans  un  même  plan, 
ainsi  que  les  points  A,  B',  G,  D, ,  on  a 


a?'i  yt  Zi  1 

Xi  î/2  22  1 

X3  ys  -3  1 

a^l  Vi  -4  1 


0, 


0, 


€t,  en  retranchant  ces  quatre  déterminants  du  premier,  on 
trouve 

—  3a?i     y^     Zi     1 

—  Sors     i/2     -S'a     1 

—  3^3       2/3       Zs       1 

—  ^x,     y,     z^     1 

Donc  le  volume  du  tétraèdre  A'B'G'D'  est  triple  du  volun  e 
du  tétraèdre  ABGD. 


Vol.  A'B'G'D'  = 


=  —3  Vol.  ABGD, 
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8.  Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  par  rapport  aux 
trois  dièdres  d'un  angle  trièdre  coupent  les  faces  opposées  suivant 
trois  droites  qui  sont  dans  un  même  plan. 

Prenons  pour  axes  les  arêtes  du  trièdre  et  appelons  x^,  y^,  Zj 
les  coordonnées  du  point  donné;  les  équations  des  plans  po- 
laires considérés  sont 

l  +  f=0,  1  +  ^  =  0,  ^  +  ^=0-, 

les  trois  droites  considérées  ont  pour  équations 

1      V        -2^        ^              ,      Z        a?        ^              ^      X        y 
-  +  -  =  0,  h— =  0,  h-^, 

l         .x  =  0,  [  j/  =  0.  (;r  =  0; 

ces  trois  droites  sont  donc  dans  le  plan  qui  a  pour  équation 
X       y       z        . 
a^o      !/o      ^0 


9.  Si  un  tétraèdre  a  deux  couples  d'arêtes  opposées  perpendi- 
culaires : 

1°  Les  arêtes  du  troisième  couple  sont  aussi  perpendiculaires  ; 

20  Les  hauteurs  du  tétraèdre  sont  concourantes  ; 

3°  Les  perpendiculaires  communes  aux  arêtes  opposées  se 
coupent  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  ; 

4°  Les  perpendiculaires  aux  faces  menées  par  leurs  centres  de 
gravité  sont  concourantes  ; 

5°  La  somme  des  carrés  des  couples  d'arêtes  opposées  est  cons- 
tante. 

4°  Prenons  pour  axes  les  arêtes  OA,  OB,  OC,  et  posons 
OA=a,     OB  =  b,     OG  =  c. 

Les  arêtes  OC  et  AB,  qui  ont  pour  paramètres  directeurs. 
(0,  0,  l)  et  (a,  —  b,  0),  sont  perpendiculaires  lorsqu'on  a 

COS  l  _  COS  fJt 

~7~  ~~b~' 
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de  même  les  arêtes  OA  et  BC  sont  perpendiculaires  quand  on  a 

ces  [x         COS  V 

~b~  "^"T"' 

il  en  résulte  que  les  arêtes  OB  et  AC  sont  perpendiculaires, 
puisque  l'on  a 

COS  V  COS  X 

c  a 

2°  Si  l'on  pose 
S  =  x'^  -\- y^  -\-  z^  -^  ^yz  COS  X  -f-  2za?  cos  [x  H-  2a??/  cos  y, 

les  hauteurs  qui  parlent  des  sommets  A,  B,  G,  0  ont  pour 
équations 

rS;=2acosv,     (  s;=26cosX,     J  s;  =  2ccos[ji,      ç.,_,^,_^, 
js;=2acosK,     js;=26cosv;     îs;=2ccosX;     «^—^b.-cb,. 

En  désignant  par  k  la  valeur  commune  des  rapports   -, 

cos  A 

b  c 

>  >   on  voit  que  les  quatre  hauteurs   se  coupent  au 

cos  [j.   cos  V  ^  ^  ^ 

point  d'intersection  des  plans  définis  par  les  équations 

3°  La  perpendiculaire  commune  aux  droites  AB,  OG  a  pour 

équations 

X  cos  [i.  +  y  cos  1  -\-  z  ^:  a  cos  [j., 

x{a  —  b  cos  v)  —  y[b  —  a  cos  v)  =  0; 
ou  , 

/      .,        2fib 

on  voit  que  cette  droite  passe  par  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs,  et  il  en  est  évidemment  de  même  des  deux  autres 
perpendiculaires  communes. 

4°  Les  perpendiculaires  aux  faces  menées  par  les  centres  de 
gravité  des  faces 


a     b       \      /  ^  b      c 


b     „\      1^    b      c\      la      -^      c\      /a      6 
3'      '   3J'   U'    3 
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ont  pour  équations 

/  ^a      1b  I  ^b      1c        ,      I  „       2c      2a 

S.=^+-cosv,      Si=-+-cosX,    js;  =  ^  +  ^eos., 

i  2i     2a  )  „       2c     2«        ,      )  ^,      2,(     ic 


2a       26  2c 

___eosv-- 


fl  (  Si- COS  V COS  fJL 


=  ^(s;--cosv_--_cos>     =c(^. 


3  3 

ces  perpendiculaires  se  coupent  au  point  d'intersection  des 
plans  définis  par  les  équations     • 

2a      26c  ,        26       2ca  ;        2c      2a6 

^^  =  ¥"^31'  ^'^J-^Û'  ^'-3~^U' 

5°  La  somme  des  carrés  des  arêtes  AB,  OC  est  égale  à 

a^  +  6-  —  2a6  cos  v  +  c^, 
ou  à 

2a  6c 

La  somme  des  carrés  des  deux  autres  couples  d'arêtes  op- 
posées a  aussi  la  même  valeur. 

ReMxVrque.  —  Un  tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont 
perpendiculaires,  est  dit  orthogonal  ;  il  est  aussi  dit  orthocen- 
trique,  parce  que  ses  hauteurs  sont  concourantes. 


40.   On  considère  le  système   (S)  des   plans  représentés  par 

l'équation 

[x^  4-3[Ji'2x  +  3;jty  +  z  =  0, 

où  ;jL  est  un  paramètre  variable;  les  axes  de  coordonnées  sont 
supposés  rectangulaires. 

Soit  (M)  le  plan  de  ce  système  pour  lequel  le  paramètre  [l  a  la 
valeur  particulière  m  ;  par  chaque  point  A  du  plan  (M)  passent 
deux  plans  (M'),   (M")  du  système  (S),  autres  que  le  plan  (M); 
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soient  ix'  et  ji"  les  valeurs  du  paramètre  [x  relatives  à  ces  deux 
flans. 

{"  Suivant  la  région  du  plan  (M)  à  laquelle  appartient  le  point 
A,  les  nombres  [x'  et  ix"  sont  réels  ou  imaginaires,  comprennent 
entre  eux  le  nombre  m,  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou  tous 
deux  inférieurs  à  lui  :  distinguer  ces  diverses  régions. 

2°  Trouver,  dans  le  plan  (M),  le  lieu  des  points  A  tels  que  les 
deux  plans  (M'),  (M")  soient  perpendiculaires  entre  eux, 

3°  Trouver.,  dans  l'espace,  le  lieu  des  points  tels  que  deux  des 
trois  plans  du  système  (S)  qui  passent  par  l'un  quelconque  d'entre 
eux  soient  perpendiculaires . 

(Bourses  de  Licence,  1886.) 

1°  Si  l'on  désigne  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A, 
on  a 

h'  -f-  /  +  w  =  —  Sx, 

ii'i,'-^m{ix'-h/)  =  3y; 
ix'ix'm  =  —  z  ; 
fi'  et  ix'  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

/•([x)  =  jjL»  —  (- 3ar  -  m)[.  -  ^  =  a. 
Ces  racines  sont  réelles  si  l'on  a 

(Sx  +  m)2  +  —  >  0, 

OU 

^     Le  premier  membre  égalé  à  zéro  représente  un  cylindre  dont 

'les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  dont  la  trace 

sur  le  plan  des  xy  est  une  parabole  P  qui  a  pour  axe  la  droite 

a?  =  —    et  pour  tangente  au  sommet  la  droite    y  = —  • 

I  o  o 

Lorsque  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  des  xy  est  ex- 
térieure à  cette  parabole  P  les  nombres  ix'  et  jx'  sont  réels,  et 
lorsque  cette  projection  est  intérieure  les  nombres  \x'  et  [/ 
sont  imaginaires. 
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Les  deux  racines  ii'  et  |x"  comprennent  entre  elles  le  nom- 
bre m  lorsque  l'on  a 

f{m)  =  m^-]-'Smx-\-7H^  H-  m^  4-3ma;-t-3(/  =  3(//tM-2ma;-f-?/)  <  0. 

L'équation  f{m)  =  0  représente  une  droite  située  dans  le 
plan  des  xy;  cette  droite  T  est  tangente  à  la  parabole  P  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x  =  —  m,  y  =  m}.  Tous 
les  points  A  qui  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  au-dessous 
de  cette  tangente,  c'est-à-dire  du  côté  des  y  négatifs,  donnent 
pour  \i!  et  fA*  des  valeurs  qui  comprennent  m. 

Lorsque  la  projection  du  point   A   est  de  l'autre  côté  de  la 

tangente,  les  deux  nombres  jji'  et  /  sont  plus  petits  que  m  si 

l'on  a 

—  3.r  — ?7i  - 

<  m,  ou  05  >  —  m  , 

"est  à-dire  si  cette  projection  est  comprise  entre  la  parabole  P 
et  la  portion  de  la  tangente  T  dirigée  dans  l'angle  xOy' . 
Lorsque  cette  projection  est  comprise  cnUe  la  parabole  P  et 

l'autre  portion  de  la  tan- 
gente T,  les  deux  nom- 
bres [i!  et  [x"  sont  .plus 
grands  que  m. 

2"  Les  plans  (M')  et 
(M")  sont  perpendicu- 
laires si  l'on  a 

ou 

,  „      — 3±v^ 
V-\^  = ^ 


Si  k  désigne  l'une  de 
ces  valeurs,  on  a 


p  <  w  <|A 


^ix 


^=  ^mx 

m 


3?/ 


I>e  lieu  des  points    A 
situés  dans  un  plan  (M)  et  tels  que  les  plans   (M'),  (M")  soient 

M05N.  —  m  "  2 
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perpendiculaires  se  compose  de  deux  droites  parallèles  déter- 
minées par  le  plan  (M)  et  les  plans  qui  ont  pour  équations 

3mx  -^  3?/  +  wî^  H-  /.'  =  0, 

'  Smx  +  3y  -f-  m^  -+■  k"  =  0, 
ou 

z  =  —  k'm, 

z  =  —  /(•"///. 

3°  L'équation  du  lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels 
deux  plans  du  système  (S)  sont  perpendiculaires  s'obtient  en 
éliminant  m  entre  les  équations 

m^  H-  3m^x  -hSmy-^  z  =  0, 
z  =  -  km  ; 
on  trouve,  en  divisant  par  z, 

z^  —  Skxz-^'Skhj  —  k''=±  0. 

Cette  équation,  où  k  peut  prendre  les  valeurs  k'  et  k",  re- 
présente deux  paraboloïdes. 


CHAPITRE     II 


SPHERE 


n  É  s  i;  M  É 


1.  L'équation  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  (a,  p,  y)  et  pour  rayon  R 

est 

(X  —  «)«  ^{y-^f^{z-  yY  4-  2(?/  -  ^){Z  -  y)  ces  A 

+  2{z  —  y)[x  —  a)  cos  [A  +  2  (x  —  «)(?/  —  P)  cos  v  —  U-  =  0. 

2.  Pour  que  l'équation  générale  du  second  ordre 

hx'  +  Ay  -+-  M'z-  +  2IJy^-4-  2B'sx  +  2Kxy  -\-  2Cic  •+-  2G'«/  -+-  2C"s  +  D  =  0 
représente  une  sphère,  il  faut  que  l'on  ait 

lî  B'  11" 


3.  Pour  trouver  l'équation  des  sphères  qui  remplissent  certaines  conditions,  on 
peut  chercher  le  centre  et  le  rayon,  ou  exprimer  que  l'équation 

f{x,  y,  s)  =  ic^  -t-  «/--+---  +  2«/z  cos  X  -)-  2zx  cos  ;x  -+-  2xy  cos  v 

—  2aj5  —  2.3?/  —  2y^  4-3=0 
satisfait  aux  conditions  énoncées. 
Les  coordonnées  du  centre  vérifient  les  équations 


4.  La  puissance  d'un  point  (Xj,  i/g ,  Z^)  par  rapport  à  la  sphère    i\x,  y,  z)=:  J 
est  f{x,,  j/o,  ^o). 
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5,  Le  jilau  radical  de  deux  sphères 

S  ^  X"- ~h  y' -h  z^ -h =0,  S'  =  a;»+2/«+3*-» =0 

a  pour  équation 

S  —  S'  =  0. 

6.  L'équalion  des  sphères  qui  passent  par  le   cercle  d'intersection  de  deux  sph(V 

res  ou  d'une  sphère  et  d'un  plan  est 

S  +  XS'  =  0  ou  S-l-)vP  =  0. 


11.  Étant  donnés  un  point  P  et  une  sphère  de  centre  0,  si  Von 

mène  par  ce  point  une  sécante  quelconque  PAB,  et  si  l'on  appelle 

a,  p  les  angles  des  raxjons  OA,  OB  avec  le  diamètre  OP,  le  pro- 

;  .      -    a         P 
duit     tg  -  •  tg  3-     est  constant. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OP  et  pour  axes  des  y  et 
des  z  deux  rayons  perpendiculaires,  et  appelons  R  le  rayon 
de  la  sphère,  p  la  dislance  OP,  {a,  a',  «")  les  angles  de  OA 
avec  OP,  (p,  P',  j3")  les  angles  de  OB  avec  OP;  les  coordon- 
nées des  points  A  et  B  sont  (R  cos  a,  R  cos  a',  Rcosa"), 
(Rcos  p,  Rcos  ^\  Rcos  p"). 

En  écrivant  que  les  points  A,  B,  P  sont  en  ligne  droite,  on  a 

R  cos  a  —  p         cos  oc'  _   cos  a" 

Rcos  p  —  p       cos  p'       cos  P" 


VCOS^  a'  4-  COS'^  a"         _,    V  1  —  COS^  a  sin  ot 

"~  ~  v/cos^  p'  4-  cos'-*  p"  \/i  —  cos=^  fi  ~  ~  si"  ^* 

Si  Ton  prend  le  signe  -h,  on  trouve 

R  sin  (P  —  a)  =  jo(sin  p  —  sin  a), 
ou 

ï^cos-^  =  p  cos^-^; 
on  en  lire 

*  2   ^2       R-4-B 


Si  l'on  prend  le  signe 


^Sz^S^  = 


SPHÈRE 

on  trouve 
p  —  R 
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R 


Donc  le  produit    tg  -  tj 


OU  à 

R  +  p 

à  la  sphère. 


j-    est  constant  et  égal  a 7- 

2  ^  p  4-  R 


suivant  que  le  point  P  est  extérieur  ou  intérieur 


Solution  géométrique. 
F 


Appelons  C  et  D  les  extrémités  du 
diamètre  OP,  et  E,  F  les  points  où 
les  droites  CA,  CB  coupent  le  plan 
mené  par  le  point  P  perpendicu- 
lairement au  diamètre  OP.  Le  qua- 
drilatère EABF  est  inscriptible,  car 
les  angles  AEF  et  ABC  sont  égaux 
comme  égaux  à  l'angle  ACD  aug- 
menté d'un  droit. 

Lorsque  le  point  P  est  extérieur 
à  la  sphère,  on  a 


PE  X  PF  =  PA  X  PB  =  p2 
et  comme  on  a  aussi 


R^ 


PE  X  PF 
il  en  résulte 


ip 


tg 


*^2~  p 


R 


Lorsque  le  point  P  est  intérieur  à  la  sphère,  on  trouve 

R—p 


t--tg^ 


R 


12;  Étant  donné  un  octaèdre  dont  les  trois  diagonales  se  cou- 
pent à  angle  droit  en  un  point  0  ;  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  chaque  face,  et  les  points  où  ces  per- 
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fendiculaires  coupent   les   faces   opposées   sont  sur    une  même 
sphère. 

Appelons  a,  b,  c,  a',  h',  c'  les  distances  OA,  OB,  OC,  OA', 
OB',  OC  du  point  0  aux  sommets  de  l'octaèdre.  L'équation 
du  plan  ABC  est 

(t         h        c 
les  coordonnées  du  pied  do  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'ori- 
gine sur  ce  plan  sont  données  par  les  relations 


X 

y           z                    i 

1 

a 
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b            c         a-        b- 

1 

Ce  point  est  sur  la  sphère  ayant  pour  équation 

x^  -\-  y^  +  3^  +  2acp  -t-  2;3_v  +  2-,'^  4-8  =  0 
quand  on  a 

Los  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  faces  GA'B, 
CAB',  C'AB,  .,.  se  trouvent  sur  cette  sphère  quand  on  a,  de 
même, 


b        c' 


(S)       l+2(-  +  |;+^W(lH-^,H-fJ5  =  0, 


c  /         \a 


(6)       i_u2(3+|+lW(-i+f,-h:;;,)2-0, 


1 

b' 

-i) 

1 

r 

V' 

C", 

1 

b' 

1^ 

1 

1 

1 

1 

b' 

-h  -77 
C  - 

b        c' 


(8) 


\a       b'       c' J        \a^       b'-       c'- 
\a'      ù'       c'y       \a'      b'^       c^J 
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Les  coefficients  a,  ^^  y,  8  sont  déterminés  par  les  équations 
(1),  (2),  (3)  et  (4);  ces  coefficients  vérifient  alors  les  équations 
(S),  (6),  (7)  et  (8).  En  effet,  l'équation  (5)  s'obtient  en  ajou- 
tant les  équations  (2),  (3)  et  en  retranchant  l'équation  (1); 
l'équation  (6)  s'obtient  en  ajoutant  les  équations  (2),  (4)  et  en 
retranchant  l'équation  (1)  ;  l'équation  (7)  s'obtient  en  ajou- 
tant les  équations  (3),  (4)  et  en  retranchant  l'équation  (1)  ; 
enfin  l'équation  (8)  s'obtient  en  ajoutant  les  équations  (2),  (o), 
(4)  et  en  retranchant  le  double  de  l'équation  (1). 

Les  équations  (1),  (2),  ^(3),  (4)  donnent 

a')         0  \b       b'J         0  \c       c', 

1111 

■^  =  — 7+777  +  —/ • 
0         aa        bb        ce 

L'équation  de  la  sphère  qui  passe  par  les  huit  projections  de 
l'origine  sur  les  faces  est  donc 

^  -^  ^Viii'       hh'       ce')  \a       a' 


-A 


Les  coordonnées  du  point  où  la  face  A'B'C  rencontre  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  0  sur  la  face  ABC  sont  données 
par  les  relations 

?/ 


X 

= 

y  _ 
1 

~b 

z        7^-^V^? 

1 

T 

a 

1       1       1 

c         aa''^  bb' 

1 

ce' 

1 

aa' 

1 

Jb'-^ 

1 

ce' 

Ce  pc 

>int 

.  est  sur  la  sphère  ayar 

it  pour  ( 

5quation 

x^-\- 
lorsqu'on  a 

2/'  +  =' -1-2-/^ -h 

2(:y  +  2 

\r-  -+-  s 

=rO 

1 

1 
b' 

1 

C" 

\a       ù       cj 

l+(^ 

\aa' 

1 

1    N 

\?.  - 

1 

T 

bb' 

1 

H ; 

ce 

r- 
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Les  conditions  qui  exprinient  que  les  points  analogues  des 
autres  faces  se  trouvent  sur  cette  sphère  se  déduisent  de  la  pré- 
cédente en  accentuant  une,  deux  ou  trois  lettres  dans  les  rap- 
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ports  -,  -1    —   On  voit  comme  précédemment  que  les  huit 

points  considérés  sont  sur  la  sphère  qui  a  pour  équation 

(^.  _H  j/2  4- 2^)  (±, -H  A  + -,)  -  ^f- +  i) 
\aa!      bb'      ce  J         \a       a'J 

1       1\  /Il 

c'est-à-dire  sur  la  sphère  précédente. 


?/i^  +  ^)-^(7  +  -)+l  =  0> 


13.  Dans  un  tétraèdre  orthogonal^  le  centre  de  gravité  est  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
au  centre  de  la  sphère  circonscrite,  et  aux  trois  quarts  de  la  droite 
qui  joint  le  premier  de  ces  points  au  point  de  concours  des  per- 
pendiculaires aux  faces  du  tétraèdre  menées  par  les  centres  de 
gravité. 

En  prenant  pour  axes  les  arêtes  OA,  OB,  OC  du  tétraèdre 
et  on  posant     OA  =  a,     OB  =  6,     OH  =  c,     les  coordonnées 

du  centre  de  j^ravilé  sont   ( -.  —  ,  -  )  •    Les  coordonnées  du 

point  de  rencontre  des  hauteurs  11  [Xi,  ?/,,  Zi)   vérifient  les 
équations 

1  /c  1  k  1  k 

où    k    désigne  l'un   des  produits  égaux   ab  cos  v,    ac  cos V, 
bc  cos  X. 
La  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  a  pour  équation 

Sa;'  H-  2S?/2  cos  X  —  a,r  —  èy  —  cz  =  0  ; 

les  coordonnées  de  son  centre  S(j?2,  ^25  -^2)  vérifient  les  équa- 
tions 

Si  —  a,  S^  =  é,  Sa  =  c. 
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Il  en  résulte  que  l'on  a 


Sj+Sj.  = \-  a  =  a-{-o  cos  v  -f-  c  cos  [i, 

'  *        a 

Sy^-\-  S'y_^  =  —  ->r  b  =  a  cos  V  +  6  4-  c  cos  l, 

2/c 
Sj  +  Si   = h  c  ==  a  cos  [i-h  b  cos  X  h-  c, 

1  2  g 

et  ces  trois  équations  linéaires  en    ari+x^,     yi-hy^,     Zi  +  22, 
qui  admettent  un  système  déterminé  de  solutions,  donnent 

2(a^i4-ar2)  =  rt,  2(?/i  4- j/j)  =  6,  2(2:1  4- ^2)  =  <?, 

ou 

rt    _  3-1  +  3-2  ^    _   î/l  +  ?/2  <^    _  2,  +  2-2 

4  "       2      '  4  ~       ^      '  4  ~       2~  ' 

Le    centre    de   gravité    G    se  trouve  donc  au  milieu  de   la 
droite  HS. 

Les  perpendiculaires  menées  par  les  centres  de  gravité  des 
faces  se  coupent  en  un  point  M  dont  les  coordonnées  (373,  1/3,  Z3) 
vérifient  les  équations 

On  a 

-  Sj.^  4-  —  S:r  = h/i  =  a  4-  t»  COS  V  4-  c  cos  ji, 

J>  Ji         ^  CL 

et  ces  équations  linéaires  en     a7i4-3a-3,  t/i  4- 3î/3,     2:i4-3z3 

donnent 

(O  _  Xi 4- 3j?3              *  _  î/i  h- 3^3  c  _Zi-h 32-3 

4~        4       '            4~"        4       '  ï~        4 

Le  point  G  partage  donc  la  droite  ILM  dans  le  rapport  de 
3  à  1  ;  il  se  trouve  aux  trois  quarts  de  IIM  à  partir  du  point  H. 


14.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  orthogonal  et  les 
•pieds  des  hauteurs  des  faces  sont  situés  sur  une  même  sphère 
qui  a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 
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Prônons   pour  axes  les   droites    OA,    OB,    OC    et  posons 
OA  =--  a,     OB  ~  b,     OC  =  c.     Les  milieux  dos  arôtes,  dont 

les  coordonnées  sont    l~,  0,   O)  ,    (  g  '  0,  o),  (^,  0,  0 )  , 

(a      b       \ 

1^'  1)'  ")'   •••'  vérifient  l'équation 

^x^  --4-  2ï//:  cos  X  +  a.r  H-  s?/  -f-  Yv  -|-  o  =  0 
lorsqu'on  a 

__H_  +  o  =  o,     --u.^  +  a  =  o,     -  +  ^  +  0=0, 

a-       ^-       2«Z»  cos  V       aa       /y 3 
-4        4  4  i2         ^ 

Ces  équations  sont  compatibles  et  donnent 

k  désignant    l'un    des    produits   égaux     ah  cos  y ,     bccosl, 
ca  cos  ,u. 

L'équation  de  la  sphère  qui  passe  par  les  milieux  des  six 
arêtes  du  tétrc-èdre  est  donc 

Si  l'on  fait     y  =  0,     z  —  0     dans  cette  équation,  il  vient 


•^  —    --î — 


.x  +  ^=0. 


Cette  équation   du  second  degré  en   x   admet  les  racines 
Cl      k 
-  et  -  ;  comme  la  dernière  racine  est  égale  à  b  cos  v,  ou  encore 

à  c  cos  [x,  la  sphère  passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  1>  et  C  sur  l'arête  OA  ;  donc  la  sphère 
considérée   passe   par  ]<>>   pieds  des  hauteurs   des  faces  du 
tétraèdre. 
Les  coordonnées  du  centre  do  la  sphère  sont  données  par 


2~i 


les  équations 

n        k        a  4-  h  cos  v  +  c  co>  a 


/y         /.■         «  COS  V  -h  /v  H-  c  cos  ). 

c       /.■  a  COS  [Ji  -+-  ^  COS  A  4-  c  . 

'2    '  7  2  ' 

CCS  équations  admettent  un  système  déterminé  de  solutions  : 
a  h  c 

4  ^4  4  ' 

donc  le  centre  de  la  sphère  coïncide  avec  le  centre  de  gravité 

du  tétraèdre. 


15.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux 
sphèrcfi  fixes  suivant  deux  grands  cercles. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres  et  pour  axes 
des  rj  et  des  z  deux  droites  rectangulaires  menées  dans  le  plan 
radical  des  doux  sphères.  Soient 

x^  -f-  if  -\-  z-  —  ±ax  -Jr  d^  ^=  0, 
x^  +  y^  -1-  s^  —  2a'.r  +  rf^  =  0 
les  équations  des  deux  sphères  S,  S',  et 

.r-  +  iy-  +  -■-  —  '^y-x  —  2py  —  2'{Z-h^  =  0 

l'équation  d'une  sphère  quelconque  ^. 
Le  plan  radical  des  sphères  S  et  s  a  pour  équation 

2(a— rt)x  +  23y +  2Y^-f-ci-  — 0=  0; 

ce  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère  S  si  l'on  a 

2cn  —  2a^-i-d-^—o  =  0; 

de   même,  le  plan  radical  des  sphères   S'  et  X  passe  par  le 
centre  de  la  sphère  S'  si  l'on  a 

2na'  —  2a'^  +  (^2  —  3  =  0. 
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En  retranchant  ces  deux  dernières  équations  et  en  divisant 
par    2(a  — a')     il  vient 

a  =  a  4-  a'. 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  plan  symétrique  du  plan  radical 
par  rapport  au  milieu  de  la  ligne  des  centres. 


16.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  trois  sphères 
fixes  sous  le  même  angle  est  un  plan. 

Soient  d,  d',  d"  les  distances  du  centre  de  la  sphère  mobile 
*iux  centres  des  sphères  fixes 

S=:(x-fl)='  +  (7/  — 6)^  +  (z  — c)2— R2  =  0,  S'=0,  S''  =  0; 
on  a,  en  appelant  w  l'angle  sous  lequeLla  sphère  mobile  coupe 
les  sphères  fixes  et  (ar,  ?/,  z)  les  coordonnées  du  centre  mobile, 

S     =   rf2  —  R2    =    p2  _  2Rp   COS  0), 

S'  =  d"  —  R'^  =  p^  -  2R'p  COS  0), 
S"  =  d"'  —  R"2  =  f  —  2R"p  COS  a>. 
Le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

S  1  R 

S'  1  R'       =  0, 

S"  1  R" 

R(S'  —  S")  +  R'(S"  —  S)  4-  R"(S  -  S')  =  0  ; 
€6  lieu  est  un  plan  passant  par  l'axe  radical  des  trois  sphères 
données. 


17.  Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  de  la  sphère 
orthogonale  à  quatre  sphères  données^  par  rapport  à  ces  quatre 
sphères,  se  coupent  en  un  même  point  situé  sur  cette  sphère  ortho- 
gonale. 

Les  sphères  ayant  pour  équations 

aj2  4-  rf  -^z^-h  2aa;  -+-  2^y  -h  ^yz  -h  S  =  0, 
xi  -\-if^z^  +  ^ax+Ug 4-  2c2  -h rf  =  0 


sniÈuE  21> 

sont  orthogonales  lorsque  le  carré  de  la  distance  des  centres  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons  p  et  R,  ou  lorsqu'on  a 

(a  — a)»  +  {6— j3)2-h(c_Y)'»  =  p2-htlî  =  a^  +  ^2  _,.  ^2  _  8 

c'esl-à-dire 

2aa  4-  26!3  -4-  2cY  —  8  —  rf  =  0. 

Si  les  équations  des  quatre  sphères  données  ont  leurs  coef- 
ficients affectés  des  indices  1,  2,  3,  4,  l'équation  de  la  sphère 
orthooronale  est 


=  0 


ou,  en  retranchant  de  la  première  colonne  les  trois  suivantes 
multipliées  respectivement  par  x,  y,  , 

0  â;  y 

a  ^X-\-h^]|-[-C^Z-r-d^  Cly  b^ 

fl.yV-^- f  ,  h.^  C.^  1  ^    0. 

"■■■V-h n.  h., 

<i.x  + a  .^  b , 

En  désignant  par  P,,  P2,  P3,  Pj  les  polynômes  de  la  première 
colonne,  et  en  ajoulant  la  première  ligne  aux  suivantes,  celle 
équation  devient 

*2  2:4-^2 


x'  \-y^^~J 

X 

y 

z 

—  1 

-d. 

«1 

*i 

Ci 

-'/. 

«2 

0. 

^2 

-./3 

O3 

63 

C3 

-d, 

«; 

*v 

^4 

Z 

-— 1 

Cj 

C-2 

Cz 

C', 

(1) 


l^ 

x-^a 

P2 

x-{-a 

P3 

37  +  0. 

P4 

x-\-a 

0. 


Mais  les  plans  polaires  d'un  point  [x,  y,  z)  se  coupent  en  un 
point  {x\  y',  z')  lorsque  leséqualions  de  ces  plans 

x'{x  +  «i)  4-  2/'(y  +  6,)  -\-z\z-^r  Cl)  +  Pi  =  0, 


sont  Compatibles^  ce  qui  a  lieu  lorsque  x,  y,  z  vérifient  l'équa- 
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lion  (1),  ou  lorsque  le  point  se  trouve  sur  la  sphère  orthogo- 
nale aux  quatre  sphères  données. 

Solution  géométbique.  —  Soient  0  et  to  les  centres  de 
deux  sphères  orthogonales,  M  un  point  pris  sur  la  sphère  de 
centre  w,  M'  le  point  diamétralement  opposé,  A  et  B  les 
points  où  le  diamètre  MM'  coupe  la  sphère  de  centre  0;  on  a 
toM"  =  mA.X^B,  ce  qui  prouve  que  les  points  M  et  M'  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  A  et  B.  Par 
conséquent,  le   plan  polaire   du  point    M   par    rapport  à  la 

sphère  0  passe  par  le  point  M'. 

Les  plans  polaires  du  point 

M    par    rapport    aux    quatre 

sphères  données    se   coupent 

donc  au  point  M',  et  la  sphère 

orthogonale  à  quatre  sphères 

données  peut  être  considérée 

commele  lieu  des  points  dont 

les  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  données  se  coupent 

en  un  même  point  et  comme  le  lieu  des  points  de  concours 

de  ces  plans  polaires. 


18.  Etant  données  deux  tangentes  à  une  sphère,  on  viène  par 
un  point  quelconque  de  l'une  de  ces  tangentes  les  droites  qui  tou- 
chent la  sphère  et  qui  rencontrent  Vautre  tangente^  trouver  le  lieu 
des  points  où  ces  droites  touchent  la  sphère. 

Rapportons  la  sphère  à  trois  diamètres  rectangulaires,  et 
appelons  (a,  b,  c)  les  coordonnées  du  point  A  où  la  tangente 
AD  touche  la  sphère,  (a,  p,  y)  les  cosinus  directeurs  de  cette 
droite,  (a',  b\  c')  les  coordonnées  du  point  A'  où  l'autre  tan- 
gente A'D'  touche  la  sphère  et  (x',  p',  -;')  les  cosinus  directeurs 
de  cette  droite. 

Les  droites  AD  et  A'D'  sont  tangentes  à  la  sphère  lorsqu'elles 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  OA  et  O'A', 
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OU  lo'-'sqn'on  a 

aa  +  ^;3  +  CY  =  0, 

a'-J.'  -^  6'P'-i-cY  =  0. 
Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint 
un  point  B  situé  sur  AD,  à  une  distance  de  A  égale  à  o,  et  un 
point  B'  situé  sur  A'D',  à  une  distance  de  A'  égale  à  p',  sont 

X  =  ~ ^ — -  ,  V  = z  ~ : 

les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux  points  d'intersection 
avec  la  sphère  sont  données  par  l'équation 

XY2-i-2X[(a-hpa)(a'-4-pV)  + _  r^j  _^  p.  __  0. 

La  droite  BB'  est  tangente  à  ia  sphère  quand  on  a 

(a  +  pa)(a'4-pV)4- —  R2  =±??', 

et  la  valeur  de  X  qui  correspond  au  point  de  contact  est  égale  à 

q=  -^    On  peut  prendre  le  signe  -4-  devant   ^o'   et  changer 

p 
ensuite  les  signes  de  p',  a',  p',  y'  pour  obtenir  le  signe  — . 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  qui  correspond  au 

signe  4-  sont 

ao'  +  «'p  -t-  pp'(*  +  a') 

X    —    -, 5 

p-hp' 

Le  résultat  de  l'élimination  de  p,  p'  entre  ces  équations  est 


X  —  a  a  —  a 

Il  —  b  b  —  b' 

z  —  c  c  —  c' 


==0. 


Les  points  considérés  se  trouvent  donc  dans  le  plan  qui  passe 
par  les  points  A,  A',  et  qui  est  parallèle  à  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  lies  droites  AD,  A'D'. 

Les  points  qui  correspondent  au  signe  —  se  trouvent  dans 
le  plan  mené  par  la  droite  AA'  parallèlement  à  la  bissectrice 
extérieure  de  l'angle-formé  par  les  droites  AD,  A'D'. 

Le  lieu  des  points  de  contact  se  compose  des  deux  cercles 
suivant  lesquels  ces  plans  coupoat  la  sphère. 
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Solution  géométrique.  —  Soient  1  et  I'  les  projections  des 
points  B  et  B'  sur  le  plan  AMA'  qui 
passe  par  la  droite  AA'  et  le  point  M 
où  la  droite  BB'  touche  la  sphère.  Les 
triangles  rectangles  AlB,  BIM  sont 
égaux  puisque  les  tangentes  BA  et  BM 
sont  égales,  et  les  angles  BAI^  BMI  sont 
égaux  ;  les  angles  B'A'I'  et  B'Ml'  sont 
aussi  égaux,  et  il  en  résulte  que  les 
angles  BAI  et  B'AT  sont  égaux. 
Le  plan  AMA'  contient  donc  l'une 
des  l)issectrices  des  angles  formés  par  les  droites  AD,  A'D'. 

Le  lieu  cherché  se  compose  des  deux  cercles  suivant  lesquels 
la  sphère  est  coupée  par  les  plans  menés  par  la  droite  AA' 
parallèlement  à  l'une  des  bissectrices  des  tangentes  données. 


s^  19.  Etant  donnes  un  plan  et  deux  sphères  S,  S'  de  rayons  \\ 
et  11',  ayant  leur  centre  dans  ce  plan,  on  considère  une  sphère 
variable,  ^,  tangente  aux  deux  premières  et  au  plan.  —  On 
demande  : 

1"  Le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  la  sphère  S  avec 
le  plan  do7mé  ; 
2°  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère  2. 

(École  polijtecJuiifjup.  1S93  [!"].) 

1°  Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres;  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire  menée  dans  le  plan  et  pour  axe  des 
z  une  perpendiculaire  au  plan. 

En  désignant  par  a,  a'  les  abscisses  des  centres  des  deux 
sphères,  et  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère 
2^,  on  a 

Si  l'on  considère  z  comme  aj-ant  le  signe  -t-  et  R,  R'  comme 
étant  positifs  ou  négatifs,  ces  équations  i)euvont  s'écrire 
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0)  (x-ay-i-i/  —  R'  =  mz, 

(2)  (x  —  a'Y-\-y^—l\"  =  <2li'z. 

L'équation  du  lieu  du  point  de  contact  de  la  sphère  S  avec 
le  plan  s'obtient  en  éliminant  z  entre  (1)  et  (2);  on  trouve 

R[{x  —  a'Y  -h  y'  —  R"]  —  II'  [(x  —  a)^  -f-  y-  —  R']  =  0, 
ou 

(3)  {R-R']{x-'-^y')-'i{a'R-aR')x 

-+-  Ra"  —  R'a^  +  RR'  (  R  -  R')  =  0. 

Cette  équation  représente  un  cerclé,  et  en  changeant  R'  en 
—  R'    on  obtient  un  second  cercle. 

En  prenant  pour  origine  le  point  tel  que  l'on  ait 
aR'  =  Ra', 

c'est-à-dire  l'un  des  centres  d'homothélie  des  deux  sphères, 
l'équation  (3)  devient 

x^-+-if  =  aa'  —  RR'. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  deux  cercles  ayant  pour 
centres  les  centres  d'homothélie  des  sphères  S,  S',  et  dont  les 
rayons  sont,  en  désignant  par  d  la  distance  des  centres  des 
sphères, 

ijRR'[d'  —  {R  —  Ry]  s/RR'[{R -+- R'Y  —  d'] 

R-R'  R  +  R' 

Les  deux  cercles  sont  réels  quand  les  sphères  sont  sécantes  ; 
un  seul  est  réel  quand  les  sphères  sont  intérieures  ou  exté- 
rieures. 

Ces  cercles  ont  même  axe  radical  que  les  grands  cercles  des 
sphères  S  et  S'. 

2°  Le  lieu  du  centre  de  la  sphère  s  est  défini  par  les  équa- 
tions [l)  et  (2),  ou  par  l'équation  (3)  et  l'équation  obtenue  en 
retranchant  les  équations  (1)  et  (2);  cette  dernière  équation, 

(4)  2(a-aMa?— 2(R_R')s4-(a'^-R'2)  — (a^-R-^)  =0, 

représente  un  plan  passant  par  l'axe  radical  des-grands  cercles 
suivant  lesquels  le  plan  donné  coupe  les  sphères  S  et  S'. 
MosN.  — m  :j 
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Ce  plan  coupe  le  cylindre  droit  représenté  par  Téquation  (3) 
suivant  une  ellipse. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  quatre  ellipses,  qui  sont 
les  intersections  des  deux  cylindres  (3)  par  les  deux  plans  (4). 
Ces  quatre  ellipses  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport 
au  plan  donné. 


20.  Etant  donnée  une  sphère,  dont  le  rayon  sera  pris  pour 
unité,  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  base  une  ellipse  de  même 
centre  que  la  sphère,  et  dont  les  axes  seront  représentés  par  les 
constantes  sin  a  et  -sin  b,  démontrer  qu'il  existe  sur  la  sphère 
deux  points  F  et  F'  tels  que  la  somme  des  arcs  de  grands  cercles 
MF  et  MF',  aboutissant  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
d'intersection,  est  constante,  et  que  ces  deux  arcs  font  des  angles 
égaux  avec  la  tangente  au  point  M. 

Indiquer  la  construction  graphique  des  deux  points   F    et  F', 

et  examiner  le  cas  particulier  où  la  somme    MF  -i-  MF'    est  égale 

à  un  demi-grand  cercle. 

(Agrégation,  1865.) 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  Tellipse 
et  l'axe  du  cylindre,  les  équations  de  la  courbe  considérée  sont 

x^-\-y''-+-z^—l  =  0, 
''      •      ^^'         1=0, 


sin^  a       sin^  b 

et  l'on  voit  que  cette  courbe  se  trouve  sur  le  cône  ayant  pour 
équation 

J^  +  -É -  =  o. 

tg^«     tg^6 

Les  points  F  et  F'  doivent  évidemment  se  trouver  dans  un 
plan  de  symétrie  de  la  courbe,  et  ils  doivent  être  symétrique- 
ment placés  par  rapport  à  celte  courbe.  Supposons  qu'ils  soient 
dans  le  plan  des  xz,  et  appelons  (oc,  0,  7),  (  —y.,  0,  y)  leurs 
coordonnées  ;  nous  aurons 

cos  MF  =  ax  -\-  y:,         cos  MF'  =  — ax  +  y:  ; 
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mais  si  nous  désignons  la  somme    MF  +  MF'    pai  2/i,  nous 
aurons 

cos  2/i  =  cos  MF  cos  MF'  —  sin  MF  sin  MF', 

et,  par  suite, 

sin-  2/«  =  cos^  MF  +  cos^  MF'  —  2  cos  MF  cos  MF'  cos  2A 

=  2(a^T2-}-Y2^2)4-2(a-V  — Y*-')  cos  2/i, 

sin^  h      cos^  h  "^ 

Cette  dernière  équation  doit  être  identique  à  celle  du  cône 
ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe;  on 
a  donc 


1)    ls-^«=:.-tg^^.---^  +  l, 


.sin^  h         J    °  '  cos-  // 

et  l'on  en  lire 

tg-a 

En  ajoutant  ces  deux  relations,  il  vient 

V        tg^  aj 

ce  qui  exige  que  l'on  ait,  en  supposant  cos  h  différent  de  zéro, 

tg  A  :..  ih  tg  a, 
c'est-à-dire 

h  =  a,        ou        h  —  Tz  —  a. 

Les  coordonnées  du  point  F  sont  donc,  en  prenant    h  —  a, 


_     /         cos-  a s/siir  a  —  ?iii-  6       n  _  o.  _  ^os  a 

'  ""   *  cos-  h  cos  6  '     .   —    '      T  —  ^^g  /, 

I^our  construire  les  points  F  et  F',  il  sufût  de  porter  les 
longueurs  cos  a  et  cos  b  suivant  0;  et  Ox,  de  joindre  les  extré- 
mités de  ces  longueurs,  de  mener  par  l'extrémité  du  rayon 
dirigé  suivant  Ou?  la  parallèle  à  cette  droite,  puis  de  mener 
par  le  point  où  cette  droite  coupe  Os,  la  parallèle  à  Qx  ;  les 
points  011  cette  parallèle  coupe  le  cercle  situé  dans  le  plan  xz 
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sin^  h{l 


sont  les  foyers  F  et  F',  puisque  l'on  a 

Y      ^      i 

cos  a       cos  f) 

En  prenant  h='K  —  a,  on  obtient  les  points  Fi  et  F,'  dia- 
métralement opposés  aux  précédents. 
Nous  avons  obtenu  les  foyers  situés  dans  le  plan  des  xz  ; 
pour  chercher  ceux  qui  se 
trouvent  dans  le  plan  des  j/z, 
il  faut  permuter  dans  les  cal- 
culs précédents  a  et  p,  ainsi 
que  a  et  ^  ;  on  trouve 

tg^^, 
ce  qui  donne  pour  p  une  va- 
leur imaginaire,  puisqu'on  a 
supposé  a  plus  grand  que  b; 
donc  ces  foyers  sont  imagi- 
naires. 
Le  cylindre  donné  coupe  la  sphère  suivant  deux  courbes 
symétriques  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  ;  ces  deux 
courbes  admettent  chacune  deux  foyers  tels  que  l'on  ait 

MF  -f-  MF'  =  2a, 

et  les  foyers  de  l'une  sont  les  foyers  de  l'autre,  puisque  l'on  a 

MFi-f-MF,'z=27r-2a. 
On  a  aussi 

MFi  —  MF  =  7t-  (MF'  -h  MF)  =  n  —  2a, 

ce  qui  montre  que  la  différence  des  distances  de  chaque  point 
de  la  courbe  aux  points  F  et  F,',  ou  aux  points  F'  et  Fj,  est 
constante. 

Cette  courbe  peut  donc  être  considérée  comme  une  ellipse 
sphérique  ayant  pour  foyers  F  et  F',  ou  comme  une  hyperbole 
sphérique  ayant  pour  foyers  F  et  F,'  ;  c'est  une  conique  sphé- 
rique. 

Pour  démontrer  que  les  arcs  MF  et  MF'  font  des  angles 
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égaux  avec  la  langenle  en  M  à  la  courbe,  on  peut  remplacer  la 
tangente  par  l'arc  de  grand  cercle  tangent,  et  raisonner  comme 
pour  la  tangente  à  l'ellipse  plane,  en  remplaçant  les  droites 
par  des  arcs  de  grand  cercle. 

On  peut  aussi  le  démontrer  par  le  calcul. 

Comme  les  tangentes  aux  arcs  MF  et  MF'  sont  perpendicu- 
laires au  rayon  DM,  ainsi  que  la  tangente  à  la  conique  sphé- 
rique,  il  suffit  de  démontrer  que  le  plan  tangent  en  M  au  cône 
déjà  considéré  est  également  incliné  sur  les  plans  OMF 
et  OMF'. 

Or,  l'équation  du  plan  OMF  est 

vj'-^  H-  («-2' — ï-»')y  —  ^y'2  =  0  ; 

colle  du  plan  tangent  au  cône  au  point  M  [x',  t/,  z')  est 
xx'         tni' 

par  conséquent,  l'angle  V  de  ces  deux  plans  est  donné  par  la 
relation 

1  1    \        oLz'y' 


t^y 


coo  V  =  ± 


l"' a       \çl'0/       sin^ /» 


v/,'^-^(«y-,.yVï^  +  ^  +  .'. 


•y.r  a2 


tg^  b  sin^  a      sin^  b 


/  ,  s'in  a  ,  cos  a\.  /  x''^ 

V     cos6  sin  a/ V  ig*  a 

oiy'  cos  b 


sin  a  sin^  b\/ . . . 

Le  cosinus  de  l'angle  V  que  fait  le  plan  OMF'  avec  le  plan 
tangent  se  déduit  du  précédent  en  changeant  a  en  —  a,  ce  qui 
démontre  que  les  angles  V  et  V  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires, et,  par  suite,  que  la  tangente  en  M  est  également  incli- 
née sur  les  arcs  MF  et  MF'. 

Nous  avons  supposé  cos  h  différent  de  zéro,  ou  2/i  différent 
de  TT.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a    2/t  =  tc,     on  a  aus  1 
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cos  xMF+cosMP  =  0, 
ou 

(a  +  a>-4-(p4-P')!/-t-(Y+Y>=0. 

Celte  condition  est  vériOée  si  l'on  pose 

a'z:=-a,  P'=-S,  7'---^ 

c'est-à-dire  si  l'on  prend  pour  F  et  F'  deux  points  diamétrale- 
ment opposés.  11  est  évident  que  la  somme  MF-+-MF'  est 
alors  égale  à  un  demi-grand  cercle. 


CHAPITRE    ITT 

GÉNÉRATION    DES    SURFACES 


R  1':  s  U  -M  É 


1.  L'équation  d'une  surface  engendrée  par  une  génératrice  dont  les  deux  équations 
contiennent  un  paramètre  variable  s'obtient  en  éliminant  ce  paramètre  entre 
les  deux  équations. 
Lorsque  les  équations  de  la  génératrice  contiennent  p  -h  i  paramètres  liés 
par  p  relations,  on  élimine  les  p  paramètres  entre  les  deux  équations  et  les 
p  relations. 

2.  Surfaces  cylindriques.  —  La  surface  cylindrique   engendrée  par  une  droite 

qui   se   déplace  parallèlement   à  l'intersection    des   deux    plans      P  =  0, 
Q  =  0    a  une  équation  de  la  forme 

4;(P,  Q)  =  0. 

3.  Lorsque  les  génératrices    (P  =r  a,    0  =  ^3)     s'appuient  sur  la  courbe  direc- 

trice qui  a  pour  équations 

i{x,  y,  z)  =  0, 

o{x,  y,  z)  =  0 

l'élimination  de  x,  y,  z  entre  ces  équations  et  cetTes  de  la  génératrice  donne 
la  relation    •^{oi,  p)  =  0,     et  l'équation  cherchée  est 

■;(P,  Q)  =  0. 

4.  Lorsque  les  génératrices  eut  pour  paramètres  directeurs  a,  b,  c,  l'équation  de 

la  surface  cylindrique  s'obtient  en  éliminant  p  entre  les  équations 

f[x-haç>,    y-+-bp,    z-\-cp)  =  0, 
^[x-i-ap,    y-hbp,    z-icp)=^0. 
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5.  Lorsque  les  géuératrices,  qui  ont  pour  paramètres  directeurs  a,  h,  c,  rcslcut 

tangentes  à  une  surface  ayant  pour  équation 
f{x,  y,  z)  =  0, 
l'équation  du  cylindre  s'obtient  en  exprimant  que  l'équalion  ea  p 

f{x  +  ap,    y-hbp,    2-t-cp)  =  0 
a  une  racine  double. 

6.  Surfaces  coniques.  —  La  surface  conique  engendrée  par  une  droite  qui  passe 

par  le  point  d'intersection  des  plans     P  =  0,     Q  =  0,     R  =  0     a  pour 
équation 

4.(P,  Q,  R)  =  0, 

le  premier  membre  étant  une  fonction  homogène. 

7.  Si  les  coordonnées  du  sommet  sont  a,  P,  y  et  si  la  directrice  a  pour  équation» 

f{x,  y,  z)  =  0, 
<f  (a;,  y,  z)  —  0, 
réquatiou  du  cône  s'obtient  en  éliminant  >>  entre  les  équations 
'a.-h'kJC        P  +  ^y      f-+-'^Z"' 


^^  '=0. 


8.  Lorsque  les  génératrices  restent  tangentes  à  une  surface  qui  a  pour  équation 

f{x,  y,  z)  =  0, 
l'équation  du  cône  s'obtient  en  exprimant  que  l'équation  en  X 

/a  +  \x        P+%        Y -+- ^^\  _  Q 
'V  !  +  >.  '        1-f-X  '        l+X  / 

a  une  racine  double. 

9.  L'équalion  du  cône  ayant- pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe 

f[x,  y,  z)  =  0, 
(b{x,  y,z)  =  0 

s'obtient  en  rendant  ces   équations  homogènes  par  rapport  à   x,  y,  z,  i  " 
et  en  éliminant  t. 

10.  Surfaces  conoïdes.  —  La  surface   conoïde   engendrée  par  une   droite  qui 

s'appuie   sur  l'axe     (P  =  0^     0  =  0)     et   qui  reste  parallèle  au  plan 
directeur    R  =  0    a  pour  équation 


,(!,„)  =0. 
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11.  Lorsque  la  directrice  et  l'axe  ont  pour  équalious 

f{x,  y,z)  =  0,  j     F  =  «Q, 

^{x,y,z)  =  0,  j    R=P, 

réliminaliou  de  X,  y,  Z  entre  ces  équations  donne  la  relation    tj/(a,  P)  ^  0^ 
et  le  conoïde  a  pour  équation 

+(r")="- 

12.  Lorsque  les  génératrices  restent  tangentes  à  la  surface  ayant  pour  équatioa 

r{x,  y,  z)  =  0, 
on  cherche  les  coefficients  directeurs  a,  b,  C  de  la  génératrice    (P  =  aQ,. 
R  =:  0)    et  l'on  exprime  que  l'équation  en  p 

f{x-^aç>,    y-hbp,   z-hc?)  =  0 

a  une  racine  double,  ce  qui  donne  la  relation    <i^{oi,  P)  =  0    et,  par  suite,, 
réqualion 

+  (£.n^=o. 

13.  Surfaces  de   révolution.  —  La  surface  de  révolution  engendrée  par  un. 

cercle  qui  reste  parailèio  au  plan    P  =  0    et  dont  le  centre  décrit  un  axe- 
perpendiculaire  a  pour  équation 

({/(S,  P)  =  0, 
S  étant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  sphère  qui  a  sou  centre  sur 
l'axe. 

14.  Lorsque  le  cercle  s'appuie  sur  la  directrice  qui  a  pour  équations 
f{x,y,z)=0, 
^{x,y,  z)  =  0 

en  éliminant  x,  y,  z  entre  ces  équations  et  celles  du  cercle 

P  =  a,  S  =  p, 

on  obtient  la  relation    ^{ac,  p)  =  0  ;    l'équation  de  la  surface  est  alors 
-{-(S,  P)  =  0. 

15.  L'équation  d'une  surface  de  révolution  ayant  pour  axe  l'axe  des  z  et  pour 

directrice  la  courbe  méridienne  dont  l'équation  est 

f{x,  z)-0 
s'obtient  en  remplaçant  X  par     \/x^  -+■  y^. 

16.  Une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  équation 

Ax^  H-  xy  H-  AV  +  2Byz  +  2ïi'zx  -h  2\\"xy  +  2Cx  -4- =0 

est  de  révolution  si,  le  produit  BB'B"  n'étant  pas  nul,  on  a 
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B]ir  _        rn  _    ,     r.B' 

l'axe  est  pcrpcudiculaire  au  plan  qui  a  pour  équation 

Lorsqu'un  seul  des  coefficients    B,  h',  ]>"    n'est  pas  mil,  la  surface  n'est  pas 
de  révolution. 

Lorsque  deux  de  ces  coefficients  B  et  B'  sont  nuls,  la  surface  est  de  révolu- 
tion si  l'on  a 

B"7^0,  (A  — A")(A'  — A")  — B"2  =  0. 

Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B"  sont  nuls,  la  surface  est  de  révolution 
si  deux  des  coefficients  A,  A',  A"  sont  égaux. 


17.  Surfaces  réglées.  —  Les  surfaces  réglées  sont   engendrées   par  le  déplace- 
ment d'une  droite. 
Une   surface  réglée    est  développable  lorsque   toutes  ses  génératrices   sont 
tangentes  à  une  même  courbe  appelée  arête  de  rebrousscment  ;  si  les 
équations  de  la  génératrice  sont 

X  =  az  -h  p, 
y  —  bz  +  q, 
on  a,  dans  ce  cas, 

a' p' 

b'-q'- 
Une  surface  réglée  non  développable  est  gauche. 


21.  Trouver  V équation  du  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée  et  dont  la  directrice  est  un 
cercle  situé  sur  une  sphère  l'apportée  à  trois  diamètres  rectan- 
gulaires. 

Soient  (a,  ^,  c)  les  paramètres  directeurs  des  génératrices  et 
aj2  H-  xf  H-  -2  _  R2  =  0, 
ux  +  vy  +  wz  —  1=0 
les  équations  de  la  directrice. 

L'équation  cherchée  s'obtient  en  éliminant  p  entre  les  équa- 
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lions 

[x  -4-  a?r-  +  (y  -h  0?y  +  (^  ^-  cpY  —  R'  =  0, 

ux  -+-  V1J  -+-  icz  —  1  H-  '^[au  +  éy  +  cw)  =  0  ; 
on  trouve 
[x-  -h  y'^  4-  z^  —  \\~)'au  +  éy  H-  cwY 

—  2(ax+  hy  +  c;r)(i<a?-i-  uy  -{-wz —  l)(au  +  6y  +  ciy) 

-f-  [ux  +  uy  -I-m;2  —  if[a^  -\-b^-\-c^)  =  0 . 

22.  Trouver  l'équalion  du  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée  et  sont  tangentes  à  une  sphère 
rapportée  à  trois  diamètres  rectangulaires. 

Si  (a,  b,  c)  désignent  les  paramètres  directeurs  de  la  direc- 
tion donnée,  les  génératrices  sont  tangentes  à  la  sphère  donnée 
de  rayon  R  lorsque  l'équation 

{X  +  a?Y  +  (y  +  h?  +  (-  +coY  -  W^  =  0, 
du  second  degré  en  p,  a  ses  racines  égales,  ou  lorsqu'on  a 

[x^+y^-\-rJ—K''){a^-{-b^+c^)  —  {ax  +  by-^czf  =  0; 
ce  qui  est  l'équation  cherchée. 


23.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  qui  passent  par  une 
ellipse  donnée  et  qui  coupent  un  plan  donné  suivant  une  hyper- 
bole équilatère. 

(Bourses  de  Licence,  1884.) 

Projetons  orlhogonalement,  ou  obliquement,  l'ellipse  donnée 
sur  le  plan  donné,  et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les 
axes  de  la  projection  et  la  projetante  du  centre  de  l'ellipse. 

Les  équations  de  l'ellipse  donnée  sont 

(       p  ri:   /a;  + mj/H-»22  4-/3  =  0  , 

et,  si  l'on  appelle  [xi,  j/,,  z,)  les  coordonnées  du  sommet  d'un 
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cône  passant  par  l'ellipse,  l'équation  de  ce  cône  s'ohlienl  an 
éliminant  X  entre  les  équalions 

a'         "^" 
P,-t-XP  =  0; 


^,       -(l-i-X)^  =  0, 


on  trouve 


L'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan  donné  (z  =0)  est  une 
hyperbole  équilatère  si  l'on  a 


Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  du  second  ordre  ayant 
pour  équation 

[P  -I-  nr^i  (-^  +  J''  -  l)  -  2  (~  +  ?f  )  (/^  -H  niy  -f-  nz  +  p) 


Cotte  surface  passe  évidemment  par  l'ellipse  donnée 


24.  Démontrer  que  si  un  cône  de  révolution  passe  par  une 
ellipse,  la  somme  des  arêtes  aboutissant  aux  extrémités  d'un 
diamètre  quelconque  de  cette  courbe  est  constante. 

(Ecole  Normale,  1849.) 

L'équation  du  cône  rapporté  à  ses  axes  est 

y^-i-z^  =  m^x^. 
Si  les  coordonnées  de  l'extrémité  A  du  diamètre  AB  sont 
{x,,  yi,  Zi),  on  a 

OA  =  v/xf  4-j/i  -+-  zl  =  Xx\J{  4-  m^; 
si  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  B  sont  (a-a,  î/2,  ^2),  on  a 


OB  =  sjxl  +  yl-^z\  =  x.^l  +  inK 
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La  somme  dos  arêtes  OA  et  OB  est  égale  à 

[xi-{-Xi)sli-^m^,  ou  à  2av/l  -\-~it?, 

en  appelant  a  l'abscisse  du  centre  G  de  l'ellipse  ;  celte  somme 
est  donc  constante. 

Solution  GÉOMÉTRiouE. — Soient  F  et  F'  les  foyers  de  l'ellipse 
qui  a  pour  centre  le  point  G  et  pour 
grand  axe  IK.  Si  l'on  inscrit  dans  le 
cône  la  sphère  qui  touche  le  plan  de 
l'ellipse  en  F,  et  si  l'on  appelle  D,  E 
les  points  oti  le  cercle  de  contact  avec 
le  cône  coupe  les  droites  OA,  OB,  on  a 
0A  =  0D4-DA  =  0D-+-AF, 
0B  =  0E-hBE=0D  +  BF  =  0D-f-AF'; 
en  ajoutant,  il  vient 
OA+OB  =20D4-AF4-AF'=20D+IK. 

La  somme  OA  h-  OB  est  donc  constante. 


25.  Par  les  points  d'intersection  d'un  cône  de  révolution  et 
d'un  plan ^  on  mène  les  normales  au  cône  ;  trouver  le  lieu  des 
seconds  points  d'intersection  de  ces  normales  avec  le  cône. 

(Ecole  Normale,  1861.) 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cône  et  pour  axes  des  x  et 
des  y  deux  droites  perpendiculaires  menées  par  le  sommet, 
l'axe  des  y  étant  parallèle  au  plan  sécant.  L'équation  du  cône 

est 

x^-\-y^  =  'J  tg2  e  ; 

l'équation  du  plan  sécant  est 

z  =  mx-\-  p. 

La  normale  au  cône  menée  par  le  point  (j?,,  j/,,  Zj)  coupe 
l'axe  des  z  en  un  point  (0,  0,  y)  tel  que  l'on  ait 
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Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  normale 


sont 

et  ce  point  se  trouve  sur  le  cône  si  l'on  a 


h{i  -p  tg'  ^0. 


ts'  0  —  1 


Les  coordonnées  du  second  point  d'intersection  de  la  nor- 
male sont  donc 


_       tiz^  0  +  1 
Comme  on  a 


tg2  0 


t-^  0  —  1 


le  lieu  cherché  est  l'intersection  du  cône  et  du  plan  ayant  pour 

équation 

l-H  tîï^  0  n 

2'  =  —  mx  -+-  Il —  =  —  iiix  -+-  ■ 


1  —  l"-  0 


cos  20 


Solution  GÉoMr'TRiQUE.  —  Soient  M  un  point  de  la  section,  m 
le  second  point  oîi  la  normale  en  M 
coupe  le  cône,  M'  le  point  de  OM 
situé  à  une  distance  du  sommet  0 
égale  à  Om  ;  les  points  m  et  M',  qui 
sont  symétriques  par  rapport  h  l'axe 
Oz,  décrivent  des  figures  égales.  Or, 
puisque  le  triangle  OMm  est  rectan- 
gle en  M,  on  a     OM  =  Om  cos  20, 

ou  Trrr  = STT-  Le  point  M'  dc- 

OM        cos  20 

crit  donc  une  conique  homothétique 

de  la  section  donnée,  et  le  point  m 

décrit  une  conique  égale,  c'est-à-dire  une  conique  semblable  à 

la  section. 
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26.  Trouver  l'équation  du  cono'ide  engendré  par  une  droite 
qui  rencontre  l'axe  d'un  cylindre  droit  et  une  hélice  tracée  sur 
ce  cylindrn,  et  qui  se  déplace  en  restant  perpendiculaire  à  Vaxe 
du  cylindre. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre,  et  appelons  II  le 
rayon  du  cercle  de  base.  Les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque d'une  hélice  tracée  sur  le  cylindre  sont 

,r  =  R  cos  9,         ^  =  ri  sin  o,         z  =  ho. 
Les  équations  de  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  sont 

^  -  tg  cf,  =  =  ho. 

L'équation  du  conoïde  engendré  est  donc 

x"^  h' 


y 

z  =  h  arc  (g  -• 

X 


27.  Trouver  l'équation  du  conoïde  engendré  par  une  droite  qui 
s'appuie  sur  une  droite  donnée  et  qui  se  déplace  en  restant  per- 
pendiculaire à  cette  droite  et  tangente  à  une  sphère  fixe. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  donnée,  pour  axe  des  x  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère,  et  pour  axo 
des  y  la  perpendiculaire  au  plan  xOz,  menée  par  l'origine  0. 

La  sphère  a  pour  équation 

{x  —  a;-  -t-  ?/2  4-  ^2  _  1^2  ^  Q^ 
et  une  génératrice  a  pour  équations 

/      y  =  ix-c  ; 

celte  génératrice  e&t  tangente  à  la  sphère  lorsque  léquation 
(a?  _  ay  +  iJ.'x^  +  X2  -  R2  =  0, 
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du  second  degré  en  x,  a  ses  racines  égales,  ou  quand  on  a 

X»  — Rî  +  fx^faS  +  X»  — R^)  =0. 
L'équalion  cherchée  est  donc 

2S  — R2-h--^(2^-t-a«  — R«)  =  0.  ' 

28.  Par  deux  droites  données  dans  l'espace^  on  mène  des  plans 
perpendiculaires  ;  trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  de  ces 
plans. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune  et  pour 
axes  des  x  et  des  tj  les  bissectrices  des  parallèles  aux  droites 
menées  par  le  milieu  de  la  plus  courte  distance. 

Les  équations  des  deux  droites  sont 

l     z  —  c  =  0,  {     z-hc  =  0, 

l     y  —  mx  =  0  ;  l     y  ~^  ''^^  =  0. 

Les  équations  de  deux  plans  passant  respectivement  par  ces 
droites  sont 

y  —  mx  -{-^{z  —  c)  =  0, 

y  -+-  mx  +  fjL  (z  -t-  c)  =  0  ; 

ces  plans  sont  perpendiculaires  si  l'on  a 

1  — m^  +  Xfx  =0. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

{i  —  m^){z^  —  c')-\-y^  —  m^x^=0; 
•ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre. 


29.  Une  droite  et  un  cercle  ont  -mg^point  commun  0  ;  trouver 
Véquation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  qui 
coupe  le  cercle  et  la  droite  en  des  points  éguidistants  du  point  0. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  du  cercle  qui  passe  par 
le  point  0,  pour  axe  des  y  la  tangente  en  0  au  cercle  et  pour 
axe  des  z  la  droite  donnée. 
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Appelons  {Xi,  ?/,,  0),  (0,  0,  z.^)  les  coordonnées  des  deux 
points  suivant  lesquels  une  génératrice  coupe  le  cercle  et  la 
droite,  et  R  le  rayon  du  cercle  ;  nous  aurons 


Zj  =  ^xj  -h  î/2. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  génératrice 

sont 

X.  î/t  Xz, 

et  l'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  X,  a?i,  yi  et  Zj  entre 
les  équations  précédentes. 
On  a 

2         ^  _  x\-^y\  _       zl       _  z«  _     2Ra-i    _   2Ra; 
"^        ^   ~(1  +  ^)'  ~(l4-X)»~X2~(l-hX)2-  1  +  X 
_  2Rar  —  a;-^  —  y^  . 
"~  X 

on  est  ramené  à  éliminer  X  entre  les  équations 
z^  =  X(2Rx  — a;'— î/2), 
\{x^  H-  J/')  =  2Ra;  —  x^  —  y*. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

22 (a;2  H-  y 2)  _  (2Rar  _  a;2  —  y2)2  ,^  0. 


30.  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  s  appuie  sur  deux  circonférences  situées  dans  des  plans  paral- 
lèles et  sur  une  droite  parallèle  qui  rencontre  h.  ligne  des  centres 
des  circonférences. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  donnée,  pour  axe  des  z  la 
ligne  des  centres,  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  au  plan 
xOz,  menée  par  l'origine. 

Les  équations  des  cercles  sont 

j     a?»  +  y2_R2  =  0,  (     a:' -f- y2  _  R'a  =  0, 

\     z  =  h;  l     z  =  h'. 
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Soient  [xi,  ?/,,  h),  (x^,  y^,  h')  les  coordonnées  de  deux  points 
quelconques  de  ces  cercles;  la  droite  qui  joint  ces  points  ren- 
contre l'axe  des  x  si  l'on  a 

^  ==  -. 

y  2     h'' 

Les  coordonnées  d'un  point  quclconfjue  de  la  génératrice 
sont 


l+l                 -^         1  -f-  X 

h  -h  \h' 

-^          IH-X' 

on  en  tire 

._h-z        ^       x,{z-h')-x,{z-h) 
^       z-ir      ^"               h-h' 

y-  h-h' 

Il  en  résulte  que  l'on  a 

!/.       ?/2       î/i  — yo       y 
h       h'  ~  h  —  h'  ~  z' 
et 

z                                             z 

-  R'^  =  0. 

L'équation  cherchée  est,  par  suite, 

xz{h  -  h')  =  [z—h')s/iVz'  —  hhf  =p  {z  —h)^l{\!'z'—k"y'. 


31.-  1°  On  projette  orthogonalement  un  cercle  donné  sur  tous 
les  plans  passant  par  son  centre  O.  Trouver  Véqualion  de  la  sur- 
face S  qui  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les 
ellipses  ainsi  obtenues.  Examiner  quelles  sont  les  sections  de  cette 
surface  par  les  plans  menés  par  le  point  0  perpendiculairement 
au  plan  du  cercle  donné.  —  Chercher  le  lieu  géométrique  des 
points  M'  obtenus  en  joiqnant  le  point  0  à  un  point  quelconque 
M  de  la  surface  S  et  prenant  sur  la  droite  OM  une  longueur  OM' 
telle  que  le  produit    OMXOM'    soit  égal  à  un  carré  doyméli.-. 

2°  Résoudre  les  mêmes  questions  en   supposant  qu'au  cercle 

donné  on  substitue  une  ellipse  dont  les  axes  aient  pour  longueurs 

2a  et  2b. 

(Bourses  de  Licence,  1880.) 
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V  Prenons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle 
et  la  normale  en  0  à  son  plan. 
Soit 

(1)  Ix-h  my  -+-nz  =  0 

l'équation  d'un  plan  P  passant  par  l'origine;  l'équation  du 
cylindre  projetant  le  cercle  sur  ce  plan  est 

(2)  (a._l,).  +  (i/-^z)^_R»  =  0. 

Les  sommets  de  la  projection  se  trouvent  dans  le  plan  mené 
par  l'origine  perpendiculairement  à  la  trace  du  plan  P  sur  le 
plan  des  xy. 

L'équation  du  lieu  de  ces  sommets  s'obtient  donc  en  élimi- 
nant /,  m,  n  entre  les  équations  (1),  (2)  et 

(3)  mx  —  ly  =  0. 
Les  équations  (1)  et  (3)  donnent 

/        m       Ix  -\-  my         —  nz 


X        y         a-^  H-  t/^        a^'-  -h  y^ 

l  m 

^ z  y z 

n  n  X-  -h  î/  -t- 


X  y 

L'équation  du  lieu  est  donc 


Le  lieu  est  une  surface  de  révolution  du  quatrième  ordre. 
Les  sections  méridiennes  sont  des  cercles  qui  ont  pour  dia- 
mètres les  rayons  suivant  lesquels  les  plans  méridiens  cou- 
pent le  cercle  donné. 

La  surface  est  engendrée  par  l'un  de  ces  cercles  tournant 
autour  de  O3. 

Si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  de  cette  surface,  et  si 
l'on  appelle  {x' ,  y',  z')  les  coordonnées  du  point  M'  situé  des 
OM  et  tel  que  l'on  ait     OM  X  OM'  —  /i*,     les  coordonnées  du 
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ce  point  et  celles  du  point  M  [x,  y,  z)  vériflent  les  relations 

x'  _y'  _■*'  _  OM'  _    ^'    _         k^         _  \/x'*-{-y'^ 
X  ~  J"!  ~m  ~'^^~'  r7»^+^  ~   ix^~+y'  ' 

d'où  l'on  tire 

Le  lieu  du  point  M',  inverse  du  point  M,  est  donc  un  cylin- 
dre de  révolution  autour  de  Oz. 

2°  Soient  {xi,  j/i,  Zi)  les  coordonnées  d'un  sommet  S  de  la 
projection  de  l'ellipse 

a?2       y^       . 

sur  le  plan  dont  l'équation  est 

Ix  ■+■  my  H-  nz  =  0. 

La  tangente  à  l'ellipse  au  point  qui  se  projette  en  S  et  la 
projetante  déterminent  un  plan  qui  doit  être  perpendiculaire  à 
OS.  L'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse,  dans  le  plan  xy,  est 

«2  -+-  P  V-0' 

l'équation  du  plan  passant  par  cette  tangente  et  le  point  S  est 
^i + T^ * 

^R?^?/?       ,       (Ixi      my,\zq 

La  droite  OS  est  perpendiculaire  èc  ce  plan  quand  on  a 
l  m  flxi      my,\Zi      xl      yf 

a'Xi  bHj,  z\ 

^x\-{-y\-\-z\  _ 


a^x\  +  bYi        x]-^xj\-\-z\ 
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L'équation  du  lieu  cherché  est  donc 

(a;a  _^  j^2  _|_  .2)2    _    ^2^2  _^  l^2y2^ 

Les  sections  par  des  plans  passant  par  Oz  sont  des  cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  demi-diamètres  correspondants  de 
l'ellipse. 

On  a,  pour  le  point  M',  inverse  du  point  M, 

^  _  7/  _  z'  _  P  _  •aV^  +  bHj'^ 

L'équation  du  lieu  du  point  M'  est  donc 
a?x^  +  b-y^'  =  là  ; 
ce  lieu  est  un  cylindre  elliptique, 

32.  Par  l'axe  transverse  d'une  hyperbole  donnée,  on  mène  un 
flan  P  faisant  un  angle  a  avec  le  plan  de  la  courbe,  puis  dans  le 
plan  P,  une  droite  Oz,  perpendiculaire  à  cet  axe  transverse. 

Trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution  décrite  par  la 
rotation  de  l'hyperbole  autour  de  Oz. 

Construire  la  section  méridienne  de  la  surface,  en  supposant 
l'hyperbole  équilatère,  la  droite  Oz  menée  par  l'un  des  sommets 
de  la  courbe  et  l'angle  a  égal  à  43  degrés. 

(École  Normale,  1870.) 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  l'axe  transverse  de  l'hyper- 
bole et  la  perpendiculaire  au  plan  Ozx. 
L'équation  d'une  sphère  ayant  son  centre  en  0  est 

a;î  +  t/2  4-z9  =  pS; 

l'équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  est 

z=X; 
ces  surfaces  coupent  le  plan  de  l'hyperbole  équilatère, 

y  =  z  tg  a, 
en  des  points  dont  les  coordonnées  sont 

z  =^\  y  =  X  tg  a,  X  =  ±\J  f 


COS^  a 


u 
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Ces  points  se  trouvent  sur  l'hyperbole  équilatère  définie  par 
les  équations 

9 ,0  '•    ■-, 1  =  0,  y  =  z  l^  X. 


si  l'on  a 


-v/; 


—  1=0. 


a^  b^  ces'-'  a 

L'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  l'hy- 
perbole est  donc 


1  l  '  r^    1    7/2    1-2-           ^             h 

l'          "'^'           a^    - 

\  ^                                     COS-  a           J 

1         b'  COS^  a 

ou 

/;. , ,. ,  ..     ^^ 

\2 
rf2           7,2  \ 

V"        '    'i      '    -          cOS^a        ^^cos^a 

V62  COS'  a 

Cette  surface  est  du  quatrième  ordre. 


Dans  le  cas  particulier  donné,  l'équation  de  la  méridienne 


est 


(a;2_322_2a^)2  =  ia^'^z^+a^), 
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Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  ;  elle  ad- 
met pour  tangentes  à  l'origine  les  bissectrices  des  axes  et  pour 
asymptotes  les  droites  menées  par  l'origine  et  inclinées  de  30" 
sur  Ox. 

Comme  l'équation  résolue  par  rapport  à  z  est 

9z'  —  2zHSx^  —^a^)  -h  xKx^  —Aa^)  =  0, 
d'où  l'on  tire 


_  _  _  _  , 

z  augmente  en  même  temps  que  x,  et  la  courbe  a  la  forme  in- 
diquée par  la  figure. 


33.  On  fait  tourner  un  cercle  autour  d'une  droite  située  dans 
son  plan  et  extérie^ire  au  cercle  ;  par  la  tangente  commune  aux 
deux  positions  qu  occupe  le  cercle  dans  le  plan  du  cercle  donnée 
on  mène  le  plan  perpendiculaire  au  précédent  ;  on  demande  de 
prouver  que  le  lieu  des  points  où  la  circonférence  mobile  ren- 
contre ce  plan  se  compose  de  deux  cercles  égaux. 

(A  (irégation,  1 858.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  trois  droites  perpendi- 
culaires dont  l'une  passe  par  le  contre  du  cercle  et  l'autre  coïn- 
cide avec  l'axe  de  rotation.  L'équation  du  cercle  dans  le  plan 

des  xz  est 

(a;  — a)«  +  z2  — R2  =0. 

L'équation  du  tore  engendré  par  le  cercle  en  tournant  autour 
de  0^  est 

{^x'-hy'—  af  -h  z^  —  R2  =  0. 

Si  l'on  désigne  par  0  l'angle  du  plan  mené  par  la  tangente 
avec  le  plan  des  xy,  l'équation  de  la  section  faite  dans  le  tore 
par  ce  plan  s'obtient  en  remplaçant  x  et  z  par  x  cos  0  et 
X  sin  0  dans  l'équation  du  tore;  on  trouve 

(^.r^  Gos-  0-htf  —  a'f  +  a;»  sin^  0  — R^  =  0, 
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{X^  _4_  y^  +a2  _  I|2J2    ^   4^2(^3  _^  j^S)  çQgï  0  _j_  ^^2,^8  ginâ  Q 


OU  encore 


"^^  +  y' —  «' +  R' ==  ±  2Rj/. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  cercles  ayant  pour  équa- 
tion, dans  le  plan  considéré, 

Ces  cercles  ont  pour  rayon  commun  a  et  pour  centres  les 
points  situés  sur  l'axe  des  y,  de  part  et  d'autre  de  0,  à  une 
dislance  égale  à  R. 


Solution  géométrique. 


—  Soit  M  l'un  des  points  où  le  plan 
considéré  coupe  le 
cercle  de  centre  A. 
Appelons  H  et  P  les 
projections  de  ce 

point  sur  Oy  et  sur 

le  plan  des  xy,  I  la 
projection  de  A  sur 
OM,  C  le  point  situé 
sur  Oy  à  une  distance 
de  0  égale  à  R,  D 
la  projection  de  C  sur 
OM.  On  a  évidemment 


MP 
HM 

__R 
"~  a 

MP 
0M~" 

AI 

et, 

en  divisant  ces 

égal 

ités  membre  à  membre. 

OM 
HM" 

R 

mais  puisqu'on  a 

OM       OC 

R 

HM  ~  CD 

=  cd' 

lies  droites  CD  et  AI  sont  égales,  et  les  triangles  rectangles 
OGD,  AIM  sont  égaux.  Il  en  résulte  que  les  triangles  OGM  et 
OAM  sont  égaux,  et  que,  par  suite,  CM  égale  OA. 
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Le  lieu  du  point  M  est  donc  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  G  et  pour  rayon  a. 

Le  lieu  du  second  point  où  la  droite  OM  coupe  le  cercle  est 
un  cercle  ayant  même  rayon,  et  dont  le  centre  est  symétrique 
du  point  G  par  rapport  au  point  0. 

Remaroub.  —  La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer 
porte  le  nom  de  théorème  d'Yvon  Villarceau,  et  s'énonce  ainsi  : 
Tout  plan  bitangent  au  tore  le  coupe  suivant  deux  cercles  égaux. 

En  prenant  la  figure  inverse  par  rapport  au  point  0,  le  tore  se 
change  en  un  autre  tore,  le  plan  bitangent  devient  une  sphère 
bitangenle,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  dû  à 
M.  Mannheim  :  Toute  sphère  bitangente  à  un  tore  le  coupe  sui- 
vant deux  cercles  égaux. 


34.  Les  droites  A'OA,  B'OB,  G'OG  sont  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires;  on  suppose  OA'  =  OA  =  a,  OB'  =  OB  =  b, 
OC'  =3  OC  =  c. 

Déterminer  : 

\°  Le  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  de  révolution  du 
second  oindre  qui  passent  par  les  six  points  A,  A',  B,  B',  G,  G'  ; 

2°  Le  lieu  des  extrémités  D  de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  des  points  D  sur  le  plan 

AOB,  en  supposant   a  >  b  >  c,    et  Von  partagera  la  courbe  en 

arcs  tels  que  chacun  d'eux  corresponde  à  djs  surfaces  de  même 

espèce. 

(Concours  général,  1878.) 

Première  solution.  —  1°  L'équation  d'une  surface  quelconque 
du  second  ordre  passant  par  les  points  A,  A',  B,  B',  G,  G'  est 

x^      v^       z^ 
(1)     —  -»-  7?  +  —  +  2Br/z  -h  2B'za?  +  2B"a-y  —  1  =  0. 

Celle  surface  est  de  révolution  si  l'on  a 

^  '  a'-»        B         6«       B'   ~  c»       B"  "  "^ 
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et  les  équations  de  l'axe  de  révolution  sont  alors 

(3)  Bx  =  B'.v  =  B"j. 

Léquation  du  lieu  de  cet  axe  s'obtient  en  éliminant  B,  B',  B* 
entre  les  équations  (2)  et  (3);  mais  en  élevant  les  équations  (3) 
au  carré,  et  en  divisant  par  BB'B",  on  a 

x^     _     y^  '  _     z^ 

~WW  ^    B"B    ^  ~W* 

B~  B'  "F" 


1                 1  d 

--S     A_s  -_S 

a-                b^  c- 

Le  résultat  de  l'élimination  de  S  entre  ces  équations  est 

/l        \\    „       fi        4\    2  .    /l        1 


Le  lieu  de  Taxe  de  révolution  est  un  cône  du  second  ordre 
rapporté  à  ses  axes  et  capable  d'un  trièdre  trirectangle. 
2°  Si  X,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du  point  D,  on  a 

jL     .1      JL  ~  _i_    _}_    _L.     -^_     -^     -^'' 

B^         B'^         B"^        a'ï}^~^  b'B''^?W'~^W~^'~^Wn~^m' 
ou,  en  multipliant  les  dénominateurs  par  BB'B", 

jxr    _  J/l   _  _£_  _  _J 

Ij  il"  ~  B  B  ~  BB'  ~  B'B"     1  ' 

B  B'  B"  B       a'^      -h-^u  -f-ii    H-i>  ; 

ou  encore 

X^  ?/2  2  2 


r  1  1 

--S     y^-s      4 -S 

a^  b^  c- 


1 

^^^'-^y 

-s)  +  ... 
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Ces  équations  définissent  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu 
en  fonction  d'un  paramètre  variable  S,  et  l'équation  de  ce  lieu 
s'obtient  en  éliminant  S.  On  a 


1 

S(.;^- 

-y')^ 

x^       if 

1     i     1 

«2  ~^  ly^~^  c- 

-23 

"^  /7  ~  0^ 

et,  par  suite, 

Le  lieu  du  point  D  est  l'intersection  de  cette  surface  du  qua- 
trième ordre  et  du  cône  précédent. 

L'équation  de  la  projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  xy  est 

c'est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  symétrique  par  rapport 
aux  axes,  et  tangente  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 
Si  l'on  pose 

1)  =7-2  +  1 — -''         ^  =  7:^  — -' 

b^      c^      a-  b^      a^ 

l'équation  précédente  s'écrit 

{kx^--'^f)[\)y^  —  Cx^)  =  E{x^  —  y^), 

c(,  comme  on  suppose     a^  b^c,       A,  B,  D,  E  sont  positifs^ 

2 
tandis  que  G  est  positif,  négatif  ou  nul,  suivant  que  —  est  in- 

,  .      i         1 

férietir,  supérieur  ou  égal  a     —  h — :  • 

La  courbe  admet  quatre  asymptotes  dont  les  équations  sont 


Vu  X    .        V  B' 


00 
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les  deux  dernières  asymptotes  sont  imaginaires  lorsque  C  est 
négatif,  et  elles  sont  remplacées  par  les  droites 


=  -v/ 


AD 


lorsque  C  est  nul. 

En  posant    y  =  tx,    on  trouve 


et,  comme  on  a 


C       A 
D<B<*' 


la  courbe  a  les  trois   formes  indiquées,  suivant  que   C   est 
positif,  nul  ou  négatif. 


V: 


Les  surfaces  sont  des  ellipsoïdes  ou  des  hyperboloïdes  à  deux 
nappes  suivant  que  S  est  positif  ou  négatif.  Comme  la  valeur 
de  S  est 

y^      x^ 

on  a  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  pour  la  partie  ponctuée, 
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qui  est  comprise  entre  les  droites 


6t 


.ôV 


■^^--: 


ou  entre  les  symétriques,  et  des  ellipsoïdes  pour  tous  les  autres- 
points  de  la  courbe. 


Deuxième  solution.  —  1»  Soient  a,  p,  y  les  angles  de  la  droite 
ÔD  avec  les  axes  et  2/i,  2A  les  axes  d'une  section  méridienne  -, 
l'équation  de  cette  section  rapportée  à  ses  axes  est 

Les  coordonnées  des  points  où  les  parallèles  passant  par  A,  B,  G 
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coupent  cette  section,  sont 

X  —  a  cos  a,  X  =  b  cos  p,  a?  =  c  cos  y, 

?/  =  a  sin  a,  y  =  6  sin  p,  y  =  c  sin  ;^, 

par  rapport  aux  axes  de  la  section. 
On  a,  par  conséquent, 

cos^  a       sin^  a        1 

—rz-  -h  -T—  =  -  ' 


co^2  p      sin-2  ^        1 
cos^  Y      sin^  Y        1 


d'où 


el  l'on  en  tire 


f?-¥)''''''  =  l-¥ 


l_l\cos^B-l 


/l         1\        ^  11 


à'      b'  b^      e  c'^â^  11 


COS^  a  —  COS^  P         COS^  P  —  COS^  Y         COS^  Y  —  COS^  a         //^        /,;■ 

L'équation  du  lieu  de  l'axe  est  donc 

a}      b'        1?       ? 


0. 


ar-  —  j/'        t/' — ::- 
1        1\    ,       /l        1\     ,       /l        i 

2°  Les  coordonnées  du  point  D  sont 

X  =  h  cos  a,  y  ^^li  cos  p,  3  —  /i  cos  Y, 
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c; 

■et  comme  on  a 

1        1 

1          1 

i 

1 

a'       le' 

cos^  P  = —  »         cos'^  Y  = 

c^ 

~z^ 

i 

1 

//2       k' 

¥~1? 

k^ 

t- 

et,  par  suite, 

i        1        1       2         1 

a^  ~^  b'^  c'      k-'  ~  ¥  ' 

ces  coordonnées  vérifient  les  relations 
x^  y^  z'^  1 


1^1         1        1         1        1         l  / 1 j_\ 


i        1        1        2\/l        1        1 

^  ~^ï^ -^  ^— ;^  )i  ^  "^  ^  +  ^ 


En  posant     -  =  S,     on  obtient  les  formules  déjà  trouvées 

par  la  première  méthode. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  projection  du  lieu  sur  le 
plan  xy  sont  données  par  les  formules 

)u    -7,    est  égal  a    -  +  7-,  -i-  -,  • 
d^  a-       b^       c^ 

112 

Quand  la  quantité     — , -F -;  —  7-;    est  positive,  S  peut  varier 
a^      c-^       b^ 

1  1  1 

de    —  00    à   —  et  de   —y-  à  — r:  ;    on  a  ainsi  la  boucle  et  les 

quatre  branches  infinies. 

Quand  cette  quantité  est  nulle,  les  deux  asymptotes  les  plus 
rapprochées  de  Ox  deviennent  parallèles  à  cet  axe. 

Quand  cette  quantité  est  négative,  les  deux  asymptotes  pré- 
cédentes sont  imaginaires. 
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Les  points  de  la  courbe  qui  proviennent  d'hyperboloïdes 
à  deux  nappes  correspondent  aux  valeurs  négatives  de  S 
c'est-à-dire  aux  points  de  la  boucle  compris  entre  les  droit  ' 
y  -X    et    y=  -^x,    ainsi  qu'entre  les  droites  symétriqu 


CHAPITRE     IV 


DES   QUADRIQUES    EN    GENERAL 


RÉSUMÉ 


1 .  L'équalion  générale  des  surfaces  du  second  ordre  est 

Ax^  +  A'y^  +  k"z-  +  2B«/3;  -f-  l^'zx  +  2^'xy  +  2Ca; 4-  20'?/-+-  20"^  +  D  =  0  ; 

elle  renferme  neuf  paramètres. 
t 

2.  Pour  trouver   la  nature   des   quadriques  représeulées  par  une   équation,  on 

décompose  celte  équation  en  carrés  et  l'on  s'appuie  sur  le  tableau  suivant  : 

Ellipsoïde  réel. 

Cône  imaginaire  ou  ellipsoïde  évanouissant. 

Ellipsoïde  imaginaire. 

Hyperboloïde  à  une  nappe. 

Cône  réel. 

Hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Paraboloïde  elliptique, 
l'araboloïde  hyperbolique. 

Cylindre  elliptique  réel. 
Deux  plans  imaginaires. 
Cylindre  elliptique  imaginaire. 

Cylindre  hyperbolique. 

Deux  plans  réels  qui  se  coupent. 

Cylindre  parabolique. 

Deux  plans  parallèles  réels. 

—  —  —        confondus. 

—  —  —        imaginaires. 

5 


X»  -+-  Ys 

+  V 

-k' 

=  0 

X* 

+  \= 

+  V 

=  0 

X^ 

+  Y' 

-^V 

-^k' 

=  0 

X' 

-+-Y^ 

-Z^ 

-k- 

=  0 

x« 

H-Y2 

-z^ 

=  0 

X«  +  Y' 

-7} 

-f-fc^ 

=  0 

X^ 

■-f-Y* 

+  Z: 

=  0 

x= 

-Y^ 

+  Z  : 

=  0 

X2 

+  YS 

-fc« 

=  0 

x^ 

-+-Y2 

=  0 

X» 

-+-Y2 

+  ¥ 

=  0 

X2 

-Y2 

±k' 

=  0 

x^ 

_\i 

=  0 

X» 

-+-Y 

=  0 

X» 

-fc'- 

=  0 

x^ 

=  0 

X' 

-+-fc= 

=  0 
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3.   LYquafiou  du  second  degré  représente  uu  paraboloïde  quand  on  a 
A     R"     B'     I 

lî"      A'       r.         '    rzz    M. 

li'     B      A 


4.   L'équalion  du  second  degré  représente  un  cône  quand  on 


A  Ti"  V,'  (', 

1!"  A'    r.  c 

]('  I!  A  C" 

C  c  c  D 


5.  L'équation  générale   des   quadriques  qui  passent  par  l'intersection  des  deux 
quadriques 

S  =  0,  S'  =  0 

est 


6.  L'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  Tintersection  d'une  qua- 
drique  et  de  deux  plans  est 

S  +  >.PQ  =  0. 


7.  L'équation  générale  des  quadriques  qui  pussent  par  les  côtés  d'un  quadrilalère 
gauche  est 

PQ  +  ÀRS  =  0, 

en  désignant  par     P  =:  0,     Q  =  0^     Pi  =  0^     S  =  0     les   équations  dos 
faces  du  tétraèdre  qui  a  pour  arêtes  les  côtés  du  quadrilatère. 


8.  L'équation  générale  des  quadriques  circonscrites  à  une  quadrique  donnée  est 
S  -+-  ^XP^  =  0, 
P  =  0     étant  réqualion  du  plan  de  contact. 


9.  L'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  les  deux  droite» 
■     P=0,  (     P.  =1», 


Pi  Ait  +  [J.S)  +  o  ,>;i{  +  u:s  =  0. 


DES  QUADRIQUES  EN  GÉNÉRAL  07 

35.  Par  les  (rois  extrémités  des  axes  d'un  ellipsoïde^  on  mène 
trois  cordes  parallèles^  on  projette  chacune  de  ces  cordes  sur  Vaxe 
correspondant^  et  Von  divise  chaque  projection  par  l'axe  sur  le- 
quel elle  se  trouve  :  démontrer  que  la  somme  de  ces  quotients  est 
constante. 

Soit 

a-       (j-       c- 

l'équalion  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  ;  si  l'on  appelle 
(/,  m,  n)  les  paramètres  directeurs  des  cordes  parallèles , 
(a-,,  î/i,  Zi),  (^2,  î/2,  Z2),  (^3,^3,23)  les  coordonnées  des  extré- 
mités de  ces  cordes,  autres  que  les  sommets,  on  a,  en  rem- 
plaçant dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  .Tj,  ?/i,  z,  par  a  +  p/, 
pw,  pn, 


m 


^  a-        b^        c-  a 


en  résulte  que  l'on  a 


On  trouve  de  même,  pour  les  quotients  des  projections  des 
deux  autres  cordes  sur  les  axes  correspondants, 

m^  n- 

h  —  î/j  />-'  c  —  Z:i  c- 


26  l^        m^        II'  2c 

^  "^  F  ^^  c^ 

La  somme  de  ces  quotients  est 

a  —  Xi       b  —  y -2       c  —  : 
2a     ~^     '2b      "^       27 
donc  cette  somme  est  constante. 


1; 


36.  Déterminer  les  diverses  surfaces  représentées  en  coordon- 
nées rectangulaires  par  l'équation 


GS 
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x^  +  (2m''  +  l)(y'  -+-  z^)  —  2(xy  +  yz  H-  zx)  rrr:  2m''  —  3m  +  1. 
lorsque  le  paramètre  m  varie  de     —  x     à    H-  oo  . 

(Ecole  Polytechnique,  1858.) 

L'équalion  donnée  peut  s'écrire,  en  décomposant  en  carrés, 

{x-y—zf  -h  (m«— l)(y+2)2  —  (m2+l)(y  -zf 

—  (2m-l)(/n— 1)  =  0, 
ou  encore 

(ir-iy-2)''-4-— (m^y-zj^-H-i >l     ^  ^z^-(2m-l)(m-l)=0, 

La  nature  des  surfaces  est  donc  donnée  par  le  tableau  suivant  : 


Signes 


lEUip.  réel 


Cyl.  ell, 


Hyperb.  à  une  nappe 


Cône  réel 


Hyp.  à  deux  nappes 


Plans  irn. 


EUip.  réel 


On  peut  aussi  trouver  la  nature  des  surfaces  considérées  au 
moyen  de  l'équation  en  S.  Cette  équation  est 

[S  —  2(m2  4-  IIS''  —  (2m2  + 1)  S  +  2  (m"  —  1)]  =  0  ; 

elle  admet  deux  racines  positives,  pour  m  compris  entre  —  1 
et  +1,  et  trois  racines  positives,  dans  le  cas  contraire.  On 
est  donc  conduit  à  refaire  le  tableau  précédent. 

On  peut  remarquer  que  Ton  a  un  cylindre  de  révolution  pour 
w  =  ±:  oo     et  un  hyperboloïde  de  révolution  pour    w  =  0. 


37.  Reconnaître  la  nature  des  différentes  surfaces  représentées 
par  l'équation  du  deuxième  degré 

x2  -)_  y2  -f-  hz^  +  2axz  +  2byz  H-  2cz  =  0, 

quand  les  coefficients  h,  a,  b,  c  prennent  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, en  supposant  les  axes  rectangulaires. 

Déterminer  les  sections  circulaires  de  ces  surfaces. 

(Bourses  de  Licence,  1885.) 
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L'équalion  donnée  peut  s'écrire 

Par  conséquent,  lorsqu'on  suppose  c  diiïérent  de  zéro, 
si  l'on  a    hy-a^  -hb^    la  surface  est  un  ellipsoïde  réel, 

—  /«  <  a-  +  /;2  __  hyperboloïde  à2  nappes, 

—  k  =  a^-\-b^  —  paraboloïde  elliptique; 

lorsqu'on  suppose  c  nul,  la  surface  est  un  cône  réel  si  l'on  a 
h<:ia^  -\-  b'^;  un  cône  imaginaire  si  l'on  a  A >  a^  +  6*,  et 
deux  plans  imaginaires  si  l'on  a     A  =  a*  -h  ô'. 

Tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant 
un  cercle,  et  loute  sphère  passant  par  ce  cercle  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  plane,  c'est-à-dire  suivant  un  second 
cercle. 

Une  sphère  quelconque  ayant  pour  équation 

passe  par  le  cercle  dont  les  équations  sont 

z  =  1^         x^  -^  if  +  //À»  4-  2aXa;  -\-  2bly  -+-  2cX  =  0, 
si  l'on  a 

oL  =  -ul,         f^^z  —  bk,         8=  (A— 1)  X2  4-2(c  +  y)X. 

En  retranchant  l'équation  de  la  sphère  de  l'équation  donnée, 
il  vient 

z[{h  _  i)(3  4-  X)  -f-  2fla-  +  '^by  -+-  2(cH-t)]  =  0  ; 
donc  les  seclions  circulaires  des  surfaces  sont  parallèles  aux 
plans  qui  ont  pour  équations 

z  =  0,         2ax  ■+■  Iby  4-  (/i  —  1)  2  =  0. 


38.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  dislances  à 
deux  droites  données,  non  situées  dans  un  même  plan,  ont  entre 
elles  un  rapport  constant. 

Quelles  sont  les  surfaces  du  second  ordre  auxquelles  s'applique 
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ce  mode  de  génération^  et  quelle  est  la  situation  des  deux  droites 

à  Véyard  de  ces  surfaces  ? 

(Ariréfjation,  1859.) 

Prenons  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites,  et  pour  axes  des  x  et  des  y  les  parallèles  à  ces 
droites  menées  par  le  milieu  de  la  plus  courte  distance. 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  à  la  première  droite  e.-t 

{z  —  cf  +  r/2  sin2  0^ 

en  appelant  2c    la  plus  courte  distance  et   0  l'angle  des  deux 
droites;  le  carré  de  la  distance  du  même  point  à  la  seconde 

droite  est 

{z-\~cY  -i-x'  sin^  0. 

Par  conséquent,  si  l'on  désigne  par   k  le  rapport  des  dis- 
tances du  point  aux  deux  droites^  l'équation  du  lieu  cherché 
est 
k'x^  sin2  e  —  î/2  sin2  0  +  [k^—ï )-J  +  icz[/>'~-i-[)  4-  c''ik^—i)  =  0. 

Lorsque  l'on  suppose  k  différent  de  1,  cette  équation  de- 
vient, en  transportant  les  axes  au  point  dont  les  coordonnées 

sont     fo,     0,     _c|J^Y 


k^x^  sin2  0 


r  àk^c^  1 

-  ^^  sin^  6  +  (P-l)|^.^  -  ^^^-^J  =  0. 


Le  lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  à  trois 
diamètres  conjugués  ;  le  diamètre  imaginaire  est  dirigé  sui- 
vant Ox  ou  suivant  Oij  selon  que  k  est  inférieur  ou  supé- 
irieur  à  1. 

Lorsque  les  droites  sont  rectangulaires,  ces  diamètres  de- 
viennent les  axes  de  la  surface. 

Lorsque  l'on  suppose     k=  I,     l'équation  du  lieu  devient 

[x^  —  ?/-)  sin-  0  -h  -'icz  =  0  ; 

elle  représente  un  paraboloïde  hyperbolique^  dont  les  sections 
par  des  plans  parallèles  aux  deux  droites  sont  des  hyperboles 
ayant  deux  diamètres  conjugués  parallèles  à  ces  droites. 
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39.    Trouver  et  discuter  réquation  de  la  surface   engendrée 

par  une  parabole  du  second  ordre  qui  se  meut  parallèlement  à 

elle-même,  de  manière  que,  dans  chacune  de  ses  positions,  elle 

rencontre  en  deux  points  une  autre  conique  donnée  en  dehors  de 

son  plan. 

(Agrégation,  1860.) 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  de  la  conique  conjugué 
des  traces  du  plan  mobile  sur  le  plan  de  cette  conique,  pour 
axe  des  y  la  tangente  à  l'une  des  extrémités  de  ce  diamètre, 
et  pour  axe  des  z  le  diamètre  de  la  parabole  conjugué  de 
Taxe  des  y.  L'équation  de  la  conique,  dans  le  plan  arOy,   est 

y^  =  2px  +  qx^  ; 

l'équation  de  la  parabole  située  dans  le  plan  j/0:  est 

y-  =  Imz. 

Les  équations  de  la  parabole  mobile  dans  une  position  quel- 
conque sont 

a;  =  a, 

V^  -  2///Z  +  ^, 

et  puisque  celle  parabole  rencontre  la  conique  en  deux  points, 

on  a 

p  =  2/Ja  4-  qy-^  ; 

donc  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  cette  parabole  est 

y-  —  Imz  —  2/?a?  —  qx^  =  0. 

Cette  équation  représente  une  quadrique  passant  par  la  para- 
bole. 

Lorsque  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  on  a  ^y  <  0  ; 
la  quadrique  est  un  paraboloïde  elliptique. 

Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole,  on  a  ^>0;  la 
quadrique  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

l^orsfjue  la  conique  est  une  parabole,  on  a  9=0;  la 
quadrique  est  un  cylindre  parabolique. 
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40.  On  donne  deux  sphères  de  centres  G,  G',  et  un  cône  de  ré- 
volution de  sommet  0,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan 
GOC  ;  le  triangle  COG'  est  rectangle  en  0.  On  demande  : 

1°  De  former  les  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tan- 
gentes au  cône  et  aux  deux  sphères  données  ; 

2"  De  discuter  la  nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  où  le  triangle 
rectangle  GOG'  devient  isocèle,  où  les  sphères  données  sont  égales^ 
et  où,  de  plus,  la  sphère  variable   touche  les  sphères   données 
toutes  deux  extérieurement,  ou  toutes  deux  intérieurement, 
(École  Polytechnique,  1893  [2°].) 

1»  Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cône  et  pour  axes  des  x 
et  des  y  deux  perpendiculaires  menées  dans  le  plan  donné. 

Appelons  [a,  h,  0),  {a',  b',  0)  les  coordonnées  des  centres 
G,  G',  6  le  demi-angle  au  sommet  du  cône,  et  p  le  rayon  de  la 
sphère  tangente  aux  sphères  données,  dont  les  rayons  sont 
R,  U'. 

En  exprimant  que  la  sphère  variable  est  tangente  aux  sphè- 
res données,  et  en  désignant  par  [x,  y,  z)  les  coordonnées  du 
centre  de  cette  sphère,  on  a 

(1)  [x-aY  +  [y-bf  -^z^  =  (R^-p)^ 

(2)  {x-~a'Y  4-  {y-b'f  +  3^  =  (R'+p), 

R  et  R'  étant  pris  avec  les  signes    -h    ou    —    suivant  que 

les  sphères  sont  tangentes  extérieurement  ou  intérieurement. 

Pour  exprimer  que  la  sphère  variable  est  tangente  au  cône, 

il  suffit  d'exprimer  que  son  centre  se  trouve  sur  une  normale 

au  cône  et  à  une  distance  égale  au  rayon  de  cette  sphère.  Or 

le  lieu  des  points  jouissant  de  cette  propriété  se  compose  de 

deux  cônes  égaux  et  parallèles  au  cône  donné,  qui  ont  leurs 

p 
sommets  sur  l'axe  des  z  à  une  distance  de  0  égale  à  ^ — r;cfs 

°  sm  0 

cônes  ont  pour  équation 

(.+  . 

sm  0 


^±^J  tg'o=-o, 


ou 

(3)  [x^-^y^)  cos^  6  =  (p  ±  z  sin  0)a. 
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L'équation  du  lieu  cherché  s'obtient  en  éliminant   p   entre 
les  équations  (1),  (2)  et  (3). 
Les  équations   (1)  et  (2)    peuvent  s'écrire 

p2  H_  2Rp  —  S  =  0, 

p2H-2K'p— S'=  0, 

en  désignant  par  S  et  S'  les  premiers  membres  des  équations 
des  sphères  données.  Si  l'on  retranche  ces  deux  équations,  il 
vient 

-     S  —  S^  P 

^  ""2(R- R')  ~  2(R— R')'       • 

en  désignant  par  P  la  différence  S  —  S',  c'est-à  dire  le 
premier  membre  de  l'équation  du  plan  radical  des  sphères  S 
et  S'. 

En  portant  cette  valeur  de  p  dans  l'une  des  équations  pré- 
cédentes et  dans  l'équation  (3)  il  vient 

(4)  P*=2(R— R'XR'S— RS'), 

(5)  (x^  4-t/^)  cos^  9  =  (^^^_i_^±  z  sin  6)'. 

Ces  équations  représentent  des  surfaces  du  second  ordre,  sr 
R  —  R'  n'est  pas  nul. 

L'équation  (4)  représente  deux  surfaces,  puisqu'on  peut 
changer  le  signe  de  R  ou  celui  de  R'  ;  ces  surfaces  corres- 
pondent aux  contacts  qui  sont  de  même  espèce  ou  d'espèce 
différente. 

L'équation  (5)  représente  quatre  surfaces,  qui  peuvent 
s'obtenir  en  prenant  le  signe  +  devant  z  sin  6  et  en  don- 
nant le  double  signe    ±    à  R  et  à  R'. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  huit  intersections  de 
deux  quadriques  ;  quatre  de  ces  intersections  sont  sur  une 
quadrique  et  les  quatre  autres  sur  une  autre  quadrique. 

2°  Dans  le  cas  où  les  sphères  sont  égales  et  où  les  contacts 
avec  les  sphères  données  sont  de  même  espèce,  intérieurs  ou 
extérieurs,  on  a    R  =  R',    et  l'équation  (4)  se  réduit  à    P  =  0. 


'  r  UES    OCADRIQLES    EN    OÉNÉBAL 

Le  lieu  se  compose  alors  de  courbes  planes  situées  dans   le 
planradical  des  sphères  S  et  S'. 

Si  l'on  suppose  do  plus  le  triangle  GOC  isocèle,  on  peut 
prendre  l'axe  des  y  parallèle  à  la  liync  GC,  et  l'on  a 

a  =  a',  0  =  —  0'  ; 

l'équation  du  plan  radical  des  sphères  données  est     V  —  0, 
et  l'équation  (3)  devient 

p±z  sin  ùdzx  cos  0  r=  0. 
En  portant  la  valeur  de  p  dans  l'équation  (l),  il  vient 
{x  —  af  +-J  -\-  1/  =  (R  :3=  ^  sin  0  ±  x  cos  6)2. 
Comme  les  termes  du  second  degré  sont  le  carré  de 

a?  sin  e±  2"  cos  6, 
le  lieu  se  compose  de  quatre  paraboles  situées  dans  le  plan 
des  xz.  Deux  de  ces  paraboles  ont  les  axes  parallèles  et  faisant 
l'angle  0  avec  l'axe  des  x  ;  les  deux  autres  sont  symétriques 
par  rapport  à  O.r,  car  leurs  équations  se  déduisent  des  précé- 
dentes en  changeant  :r  en     —  z. 

Remarque.  —  Nous  n'avons  pas  supposé  que  le  triangle  COG' 
était  rectangle  en  0.  Gette  hypothèse  ne  simplifie  pas  les  ré- 
sultats; elle  permet  seulement  d'écrire  plus  simplement  les 
équations  des  sphères,  quand  on  prend  OC  et  OC'  pour  axes 
des  X  et  des  y. 


41.  Su7'  le  grand  axe  d'une  ellipse  comme  diamètre^  on  décrit 
nn  cercle  dans  lequel  on  trace  deux  rayons  OP,  OQ  faisant  entre 
eux  un  angle  constant,  puis  des  points  P  e^  Q  on  abaisse,  sur  le 
grand  axe  de  r ellipse,  des  perpendiculaires,  qui  coupent  la  courbe 
aux  points  D  et  E  ;  au  point  D  on  élève  perpendiculairement 
au  plan  de T ellipse  une  droite  de  longueur  constante  h,  dont  on 
joint  l'extrémité  II  au  point  E  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  la 
droilp  EH,    lorsque  l'angle  constant   POQ  luurne  autour  de  son 

sommet. 

(Aijfùjition,  1864.) 
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Première  solution.  —  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les 
axes  de  l'ellipse  et  la  perpendiculaire  à  son  plan,  menée  par 
son  centre. 

Si  nous  appelons  »,  tp'  les  angles  de  Ox  avec  les  rayons 
OP,  OQ,  et  0  l'angle  constant  POQ,  les  équations  de  la  droite 
E!I  sont 

X  —  a  cos  o  ij  —  b  sin  o  z  —  h 

a  (cos  o  —  cos  cp')       b  f  sin  o  —  sin  o')  h 

ou 

X        z  z  —  h  , 

—  =  —  cos  o ; —  cos  o  , 

ah  '  Il 

y      ^    .  ---/'  •     , 

--  =  -•  sm  o ; Slll  o'. 

b        h  '  Il 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  après 
les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 


b' 


A^"^V     h    )         lt\     h 
x^       y'      Az{z--h)  :      0 


cos  0, 


a'       b^  A-  2 

Si  l'on  prend  pour  origine  le  point   w   situé  sur  Oj    à  une 
dislance  égale  à  -■,    cette  équation  devient 


0  0       1  6 

a^  cos^  -      b^  cos-  -      jh^  cotg^- 


=  1  ; 


elle  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  à  ses 
axes. 

Deuxième  solution.  —  Remplaçons  l'ellipse  par  son  cercle 
principal.  Comme  l'angle  POQ  reste  constant,  la  corde  PQ  a 
une  longueur  constante,  et  le  milieu  de  cette  corde  décrit  un 
cercle  ayant  son  centre  en  0.'  Si  Ton  appelle  I  le  point  situé, 
sur  la  perpendiculaire  en  P  au  plan  du  cercle,  à  une  distance 
PI  égale  à  h,  le  triangle  PIQ  reste  constant  lorsque  le  point  P 
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se  déplace  ;  le  milieu  de  la  droite  QI  décrit  un  cercle  ayant 
pour  centre  w  et  pour  rayon  a  cos-,  et  la  droite  QI  décrit 
un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Oz,  dont  l'équation 
est,  en  prenant  w  pour  origine, 

a;2  v^  z» 


a^  cos*  -      a*  cos^  -      -h^  cotg^- 


1. 


Puisque  les  ordonnées  de  l'ellipse  se  déduisent  de  celles  du 
cercle  en  remplaçant  y  par  -y,  la  droite  El  décrit  l'hyper- 
boloïde  à  une  nappe  ayant  pour  équation 

1 2 —  1. 

i  0       1  0 

a2  cos2  -      b^  cos^  -      -/i*  cotg*  - 

42.  Etanl  donné  un  prisme  triangulaire  droite  on  le  coupe  par 
des  plans  rencontrant  les  trois  arêtes,  de  telle  manière  que  les 
volumes  des  troncs  de  prisme  obtenus  soient  dans  un  rapport 
donné. 

1°  Trouver  la  surface  engendrée  par  le  centre  de  gravité  de 
Vun  des  troncs  de  prisme,  quand  le  plan  sécant  se  déplace  sans 
cesser  de  rencontrer  les  trois  arêtes. 

2°  Trouver  les  courbes  qui  forment  les  contours  de  cette  sur- 
face, et  examiner,  en  particulier,  le  cas  où,  le  prisme  donné  a  pour 

bases  des  ti^iangles  équilatéraux. 

(Concours  général,  1872.) 

10  Soient  AlîC  l'une  des  bases  du  prisme  et  A'B'C  une 
soclion. 

Prenons  pour  axes  les  droites  CA,  GB,  CC,  et  posons 
CA  =  a,  CB  =  b,  AA'  =  a,  BB'  =  p,  GC  =  y.  Si  l'on 
appelle   h   la  hauteur  du  prisme,  le  rapport  des  volumes  des 

deux  troncs  de  prisme   est  égal  à '*'  ,  '    „       , ; 

comme  ce  rapport  est  constant,   la  somme     a+p  +  7     est 
égale  à  une  constante  k. 
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Les  coordonnées  des  centres    de  gravité    des    tétraèdres 
'BC.   A'CW,  ABCC  sont     (f  •  |,  i^)-     (^^^  { 

^     b      y\ 

i'  I'  Â/'     ^^^'^^  ^"  centre  de  gravité  du  tronc  de  prisme 
ABCA'B'C  sont 


A  A 


rt         a  ^      a 

r^4^^4' 

an-P  +  Y 

act      a 

è          A          ô 

b^   b 

a  +  Y 

1    ''+^  +  ^8    1    ^' 

2  4-aP+P''-H/c(/t-a- 

4      ' 

'           4          ^    '    4        a 

-?) 

«  +  p  +  Y  -i^' 

En  éliminant  a  et  p  entre  ces  égalités,  on  obtient  l'équation 
du  lieu 

Ak    16  ~U     4/ "^U     Aj'^\a     AJKb     i)    \â    ï)     \b     4 

et,  en  transportant  l'origine  au  point  qui  a  pour  coordonnées 

a     b        k 

-1  -  et  -,  cette  équation  devient 

4    4       4 

z   _  x^      ?/*      xxj      X     y 

Û~V^~^I^^âb~â~ï' 

Le  lieu  cherché  est  un  paraboloïde  elliptique  dont  l'axe  est 
le  nouvel  axe  des  z. 

2"  Lorsque  le  plan  sécant  se  déplace  sans  cesser  de  rencon- 
trer les  trois  arêtes,  les  valeurs  de  a,  p,  y  varient  entre  0  et  A, 
et  comme  on  a,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées, 

Akx  „       Akij  ,7  /i      X      v'' 

a  "^         é  '  \A      a      by 

il  faut  que  l'on  ait 

a.>0,  y>0,  ;  +  |-ï<0. 
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■'»/■•  4/.:  a       /j       A       k 

Les  sections  du  paraboloïde  par  les  plans  dont  les  équations 
s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les  premiers  membres  de  ces 
inégalités  sont  des  paraboles  qui  limitent  le  lieu  demandé. 

La  section  par  la  face  CAA'C,  par  exemple,  est  une  para- 
bole dont  l'équation  peut  s'écrire 

z  +  k  _  /^_iy. 

4/c     ~  \a      2/  ' 

cette  parabole  a  pour  axe    et  pour  tangente  au  sommet  les 
droites  définies  par  les  équations 

a 

le  paramètre  est  égal  à  —  ■ 

8  A" 

Dans  le  cas  oîi  les  bases  du  prisme  sont  des  triangles  équi- 
latéraux,  les  paraboles  qui  forment  le  contour  du  lieu  sont 
égales  et;,  comme  les  plans  parallèles  à  ces  bases  coupent  le 
paraboloïde  suivant  dos  cercles,  le  paraboloïde  est  de  révolu- 
tion autour  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  bases  du 
prisme. 


43.  Oa  donne  une  spitère  S,  un  plan  P  et  un  point  A;  par 
le  point  A,  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le  plan  P  en  un 
point  B;  puis  sur  AB  comme  diamètre  on  déduit  une  sphère  S'; 
le  planradical  des  sphères  S  et  S'  rencontre  la  droite  AB  en  U7i 
point  M. 

lo  Trouver  le  Heu  décrit  par  le  point  M  quand  la  droite  AB 
tourne  autour  du  point  A. 

2°  Discuter  le  lieu  précédent,  en  supposant  que  le  point  A  se 
déplace  dans  l'espace^  le  plan  P  et  la  sphère  S  restant  fixes. 

[Arjrêgation,  i87S.) 

i"  Prenons  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  abaissée  du 
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point  A  sur  le  plan  P,  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  droites 
rectangulaires  et  perpendiculaires  à  Os. 

Soit 

{x  —  a)2  -i-  (y  —  a,,^  +  (C  —  y)-^  —  11-  =  0 

l'équation  de  la  sphère  S;  si  nous  appelons  (X,  ^,  h)  les  coor 
données  du  point  B,  l'équation  de  la  sphère  S'  sera 

3^.2  -+-  ?y2  -h  z-  —  )a-  —  ;j.7/  —  hz  =  0, 

et  l'équation  du  plan  radical  des  sphères  S  et  S'  sera 

(A  —  2a;:x  -h  {ix  —  2^)?/  +  {h  —  2-;)z  -h  a^  -h  ^^  +  y^  _R2  =  0. 

L'équation  du  lieu  cherché  s'obtient  alors  en  éliminant  X,  jj. 
entre  cette  équation  et  les  équations  de  la  droite  AB  : 

\        [j.        h 
on  trouve 


lix      ^    , 

■ 2a   x 


ou 

/«(.x--^  +  î/--+-z2)  — 2y32— 2ax2  — 23v3-f-(a2+p2-HY2— R2)3  =  0. 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  ordre  qui  passe  par  le 
point  A  et  par  le  cercle  commun  à  la  sphère  S  et  au  plan  P. 

2°  Pour  discuter  le  lieu  précédent,  lorsque  le  point  A  so 
déplace,  nous  écrivons  son  équation  sous  la  forme 

+  («'  H-  ?'  +  y'  —  R')z  =  0, 

ou,  en  supposant  le  coefficient  de  z'^  diflérent  de  zéro,  et  en  po- 
sant oi^ -i- '^^ -h  r  ^  d\ 

Lorsque  le  coefficient  de  —  Z-  est  positif,  le  centre  G  de 
la  sphère  S  est  plus  près  du  plan  P  que  du  point  A,  et  le 
point  A  se  trouve  à  l'extérieur  de  la  sphère  -  tangente  au 
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plan  P  et  ayant  C  pour  centre.  Le  lieu  est  alors  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes.  Cet  hyperboloïde  se  réduit  à  son  cône 
asymptote  quand  le  point  A  est  sur  la  sphère  S,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  la  sphère  S  coupe  le  plan  P. 

Lorsque  le  coefficient  de  —  Z^  est  négatif,  le  point  A  est 
à  l'intérieur  de  la  sphère  2;  l'équation  représente  alors  un 
ellipsoïde  réel.  Cet  ellipsoïde  se  réduit  au  point  A  lorsque  la 
sphère  S  contient  ce  point,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
le  cas  où  la  sphère  S  ne  coupe  pas  le  plan  P. 

Lorsque  le  coefficient  de  —  7}  est  nul,  le  point  A  est  sur 
la  sphère  S  ;  l'équation  représente  un  paraboloïde  elliptique, 
qui  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires  lorsque  la  sphère  S 
est  tangente  au  plan  P. 

Nous  avons  jusqu'à  présent  supposé  le  point  A  extérieur  au 
plan  P.  Lorsque  le  plan  P  contient  le  point  A,  ou  lorsque  h 
est  nul,  la  surface  se  compose  du  plan  P  (2  =  0)  et  du  plan 
qui  a  pour  équation 

l'xx  +  %'ij  -f-  2yz  =  a2  -+-  P'  4-  y^  —  RS 

c'est-à-dire  du  plan  radical  de  la  sphère  S  et  du  point  A. 


CHAPITRE  V 


TANGENTES    ET    PLANS   TANGENTS 


RÉSUMÉ 


1.  Les  équatioDS  de  la  tangente  à  une  courbe  dont  les  coordonnées  de  chaque 

point  dépendent  d'un  paramètre  variable  sont 

\—x_\—y_l—z 

X'      ~      y'      ~     z'    ' 

2.  L'équation  du  plan  tangent  eu  un  point  {x,  y,  z)  de  la  surface 

f[x,  y,z)  =  0 
est 

(^  -  ^)  4'  +  (^'  -  y)fy  +  i2--Z)f'^  =  0, 
ou,  en  rendant  l'équation  de  la  surface  homogène,  et  posant     i  =  T  =  1, 

3.  L'équation  du  plan  tangent  à  l'origine  (ou  du  cône  des  tangentes  à  l'origine) 

s'obtient  en  égalant  à  zéro  les  termes  du  degré  le  moins  élevé. 


4.   L'équation  du  plan  polaire  d'un  point    (a,  J3,  y)    par  rapport  à  une  quadrique 
est,  en  posant    S  =  t  =  1, 

«/■;  -+-  P/"jJ  -+-  rn  +  Bf'f  =  0,        ou       a;^  +  yf  +  zf  -h  tf'^  —  0. 


5.  Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'un  plan  passent  par  le  pôle  de  ce  plan, 
et  réciproquement. 
Les  plans  polaires  des  points  d'une  droite  passent  par  une  même  droite,  qui 
est  conjuguée  de  la  première,  et  réciproquement. 

MosN.  —  m  6 
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6.   L'équation  du  cône  circonscrit  à  une  quadrique  et  ayant  pour  sommet  le  point 

(a,  p,  y)  est 

,   if{x,  y,  z)f[a,  p,  y)  -  [xf  +  yf'  +  zr  +  trj  =  0. 


7.   L'équaliou  du  plan  langent  à  une  quadrique  à  centre 


est 


-,  +  n  +  ^-i=o 

a^      ¥      c- 


a:.r,  +  M^^!îl_,^0, 


«'-        0'        c- 


ax -h  pj -h  yz  =  ±  s/d-a.''  -\-  b'^''^^  -f-  c-;'. 
8.  L'équation  du  plan  langent  au  paraboloïde 

P       '1 

-  [x-hXi)  =  0, 


est 

p         Q 


ax  4-  .3?/  +  yz  -+-  ^  '    =  0 


9.  Le  plan  osculateur  en  un  point  d'une  courbe  a  pour  cqu:ilion 

iy'z"  —  z'y")Ç^  —  x)-h  (z'x"  —  x'z"){\  —  «/)  H-  {x'y"  —  y'x")[Z  —  z)  =  0. 


44.  /Î7a«<  données  deux  droites  non  situées  dans  un  même  -plan, 
on  fait  passer  par  ces  droites  un  paraboloïde  hyperbolique^  au- 
quel on  mène  un  plan  tangent  parallèle  à  vn  plan  donné.  On 

demande  le  lieu  du  point  de  contact. 

(AfjrégaUon,  1862.) 

Prenons  l'une  des  droites  pour  axe  des  z,  une  parallèle  à 
l'autre  droite  pour  axe  des  y  et  une  droite  rencontrant  les 
deux  droites  données  pour  axe  des  x. 

Les  équations  des  droites  données  sont 

(    X  =  0,  (    a?  =^  /j, 
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L'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  ces  deux 

droites  est 

{x  —  h){lx  -+-  [xy)  -+-  z  Çk'x  -+-  ^'y)  =  0. 

Le  plan  tangent  en  un  point  {x,  y,  z)  est  parallèle  au  plan 
û)'ant  pour  équation 

ax  -\-  by  -\-  cz  =0 


^i  l'on  a 

Ix  +  ;ji?y  -h  lix  —  h)-\-  a'z        ii{x  —  h)  -+-  ii'z 
a                                       b 

l'x  -+-  ix'y 

c 
on 

h{lx-v-  \i.y) 
ax-{-  by-\-  cz 

x{lx  +  ^y)  -h  (ar  -  h)ilx  -+-  [ly)  +  z{l'x  +  /j/) 

ax-i-ày 

l'x  -h  ;j.'// 

h{lx-\-  uy) 

c  ax  -i-  by  -\-  cz 

L'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  Ix -{- ^ly  et 
l'x  -+■  [l'y  entre  ces  équations,  et,  comme  ces  quantités  ne  sont 
pas  nulles  puisque  la  surface  ne  se  compose  pas  de  deux  plans, 
cette  équation  est 

2x  —  h       _  h 

ax  -\-  by  —  cz        ax  -+-  by  4-  cz 
ou 

{x — h){ax-i-by)-+-cxz  =  0. 

Cette  équation  représente  le  paraboloïde  qui  passe  par  les 
deux  droites  données  et  qui  admet  le  plan  donné  pour  plan  di- 
recteur; c'est  l'un  des  paraboloïdes  considérés. 

On  peut  remarquer  que  ce  lieu  ne  change  pas  si  l'on  remplace 
les  paraboloïdes  par  des  hyperboloïdes,  car  l'on  n'a  pas  tenu 
compte  de  la  condition  jjl'  =  0,  qui  exprime  que  la  surface 
passant  par  les  deux  droites  est  un  paraboloïde. 

Solution  géométrioue.  — Soient  A  et  A'  deux  points  pris  sur 
les  droites  données  D  et  D'  de  manière  que  la  droite  AA'  soit 
parallèle  au  plan  donné  P.  Tout  point  M  de  cette  droite  ap- 
partient au  lieu;  car  si  parce  point  on  mène  une  droite  MN 
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parallèle  à  la  droite  d'intersection  du  plan  P  avec  un  plan  pa- 
rallèle aux  deux  droites ,  le  paraboloïde  déterminé  par  les 
droites  D,  D'  et  MN  a  son  plan  tangent  en  M  parallèle  au 
plan  P. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  surface  engendrée  par  la  droite 
AA'  qui  s'appuie  sur  deux  droites  D,  D'  et  qui  reste  parallèle 
au  plan  P;  ce  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbolique  passant 
par  les  deux  droites  et  ayant  le  plan  P  pour  plan  directeur. 

On  peut  montrer  que  ce  lieu  appartient  aussi  aux  hyperbo- 
loïdes  qui  passent  par  les  droites  D  et  D'.  Il  suffit  pour  cela 
de  mener  par  le  point  M  de  la  droite  AA'  une  parallèle  quel- 
conque au  plan  P  ;  l'hyperboloïde  déterminé  par  les  trois 
droites  D,  D',  MN  a  son  plan  tangent  en  M  parallèle  au  plan  P, 
d'où  il  résulte  que  M  est  un  point  du  lieu. 


45.  Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  propose  de  trouver  un  point 
sur  sa  surface  et  une  droite  dans  l'espace,  de  façon  que  les  cônes 
qui  ont  pour  sommet  le  point  et  pour  directrices  les  sections  de 
Vellipsdide  par  des  plans  passant  par  la  droite,  soient  de  révo- 
lution. 

Trouver  ensuite  le  lieu  des  positions  occupées  par  la  droite  lors- 
que Vaxe  moyen  varie,  les  deux  autres  axes  restant  fixes. 

(Concours  général,  1867.) 

Prenons  pour  axes  la  normale  au  point  donné  0  et  les  deux 
tangentes,  Ox,  Oy,  qui  sont  parallèles  aux  axes  des  sections 
perpendiculaires  à  la  normale  Oz.  L'équation  de  la  surface  est 

Aa?2  +  A'?/2  +  A"z^-i-  ^Byz  +  2B'xz  +  2G"s  =  0 . 

L'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  l'origine  et  pour  base 
la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 

ux-i-  vy-h  wz  =  1 
est 

Aa?2  -h  A'î/2  +  A"22  +  2B.VC  -+-  2h'xz  '-¥-  'iÇJ'z  {ux  +  vy+  wz)  =  0. 
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Ce  cône  est  de  révolution  si  l'un  des  coefûcients  de  yz  o;i 
de  xz  est  nul,  par  exemple,  si  l'on  a 

B'4-C"t«  =  0, 
et  si,  de  plus,  la  relation 

(A'  —  A)(A"  +  ^C'iv  _  A)  —  (B  +  C"v)^  =  0 
€st  vériGée. 

Si  le  plan  considéré  passe  par  la  droite  D  dont  les  équaUons 
sont 


UiX  H-  Ujt/  -+-  W^Z  —  1=0, 

u^x  H-  v^y  -+■  U-2Z  — 1=0, 

on  a 

M  = 

— : ; —  > 

«1  4-  /iUo 
V  =  —. r— ' 

_  ivt  -+-  kw2  ^ 

"-    i^k  '  "  ~    iTF'  '*"-    \^k   ' 

en  portant  ces  valeurs  dans  les  deux  relations  précédentes,  on 
obtient  deux  équations,  l'une  du  premier  degré  et  l'autre  du 
second  degré  en  k,  qui  doivent  être  identiquement  vériflées. 
Il  en  résulte  que  l'on  doit  avoir 

W,  =   ^2  =  — —,  Uj    =   y2  =  — p7/'  WiZpLlO^,  A  =   A. 

Puisque  l'on  a  A  =  A',  les  sections  parallèles  au  plan  des  xy 
sont  des  cercles;  donc  le  point  0  est  un  ombilic  de  l'ellipsoïde, 
et  l'on  sait  qu'un  ellipsoïde  quelconque  admet  quatre  ombilics 
réels,  qui  sont  situés  sur  l'ellipse  principale  perpendiculaire  à 
J'axe  moyen. 

La  droite  D  qui  correspond  au  point  0  a  pour  équations 

z  =  0,  B'x-i-By-hC"  =  0; 

cette  droite  est  la  trace,  sur  le  plan  tangent  en  0,  du  plan  tan- 

0,  0,  —  -yj  de  la  normale  en  0. 

Lorsque  l'axe  moyen  varie,  les  ombilics  se  déplacent  sur 
l'ellipse  principale  perpendiculaire  ;  on  est  donc  obligé  de 
changer  les  axes  de  coordonnées  pour  trouver  le  lieu  engendré 
par  la  droite  D. 

L'équation  d^  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  est 
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X'^         V^    2®    . 

a*  b^      c* 

l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  (a?i,  0,  Zi)  de  l'ellipse 
située  dans  le  plan  xz  est 

l'équation  du  plan  tangent  à  l'extrémité  de  la  normale  menée 
par  le  point  précédent  est 

a-        c^ 
et  l'on  a 

XXi        XXi        ZZi        zc, 

Xi — Xi       Za  — Zi        a^        a^        c^        c^ 


Xi 

Zj 

XXl            ZZy 

a^ 

c^ 

-^^-^ 

d 

'où  ] 
On 

l'on  tire 
a  donc 

^      z_z. 

=  0. 

Xi  = 

a' 

—  c* 

x{a'  —  c')' 

-'       z[a^-c^)' 

et 

;,  en 

portant  ces  valeurs  dans  1 

'équation 

x]       zl 

1  =0, 

il 

vier 

it 

ah'^  +  c^x^  =  (a2—  c^j^x^z». 

Cette  équation  représente  un  cylindre  droit  dont  la  base, 
située  dans  le  plan  xz,  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  for- 
mée de  quatre  branches  infinies,  symétriques  deux  à  deux  par 
rapport  aux  axes,  et  dont  les  asymptotes  ont  pour  équations 

X  =  ±:  -^ -„ ,  z  =  ± . 


Solution  géométrique. —  1°  Si  l'on  fait  tourner  le  plan  autour 
de  la  droite  de  manière  qu'il  passe  par  le  point  P,  le  cône  cor- 
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respondant  ne  peut  être  de  révolution  que  si  le  plan  est  tan- 
gent et  si  la  section  est  un  cercle  de  rayon  nul  ;  il  faut  donc 
que  le  point  P  soit  un  ombilic  et  que  la  droite  soit  dans  le  plan 
tangent. 

Le  cône  et  l'ellipsoïde  peuvent  être  considérés  comme  ayant 
une  courbe  commune  située  dans  le  plan  tangent  en  P  ;  par 
conséquent,  les  sections  faites  dans  le  cône  et  dans  l'ellipsoïde 
par  des  plans  parallèles  à  ce  plan  tangent  sont  semblables,  et 
les  sections  du  cône  sont  des  cercles;  mais  puisque  le  cône  est 
de  révolution,  l'axe  est  la  normale  en  P  à  l'ellipsoïde.  Ainsi 
tous  les  cônes  considérés  sont  de  révolution  autour  de  la  nor- 
male PN,  et,  si  l'on  mène  par  la  droite  le  second  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde,  on  voit  que  le  point  de  contact  N  est  sur  la  nor- 
male en  P.  Donc  la  droite  D  est  la  polaire  de  la  normale  PIS 
par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

2°  Lorsque  l'axe  moyen  varie,  le  lieu  de  la  droite  D  est  un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  cet  axe  et  dont 
la  trace  sur  le  plan  principal  perpendiculaire  est  le  lieu  des 
pôles  de  la  normale  PN  par  rapport  à  l'ellipse  principale  cor- 
respondante. Ce  lieu  est  la  kreuzcurve  considérée  dans  le 
tome  I.  p.  57. 


46.  Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  de  centre  0,  on 
peut  trouver  une  sphère  qui  ait  pour  centre  un  point  donné  P 
et  qui  soit  tangente  aux  quatre  faces  des  tétraèdres  conjugués  par 
rapport  à  cette  surface. 

Le  rayon  de  cette  sphère  ne  change  pas  lorsque  le  point  P  dé- 
crit une  sur  face  homothé  tique  et  concentrique  à  la  surface  donnée. 

Soient  (cci,  t/i,  ^i),  [x^,  y^,  z^),  ...  les  coordonnées  des 
sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  surface 

^  y    .  -  _i  =  0. 


6- 


Si  loii  pose 


88 


T)  = 
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Xi       .  .  . 


ti  =  t,=  -=l, 


et  si  l'on  appelle  Xi,  Yi,  Zj,  T^,  ...  T4  les  mineurs  de  ce 
déterminant  relatifs  aux  éléments  x,,  y^  ...,  «4,  la  face  dont 
l'équation  est 

—5- -h -77-  H ; 1  =0 

a^        b^        c^ 
peut  aussi  être  représentée  par 

a?Xi-i-î/Yj  +  2Z,+Ti  =0; 
on  a  donc 

a^X,  =  -  T,x„  é^Y,  =  —  T.j/„  c%  =  -  T^z,, 

et  l'on  trouve,  de  même, 

a'X,  =  -'ï,x,,  b'Y,  =  -T,y,,  

Ces  relations  donnent  les  suivantes  : 

Tia^î  -h  T2XI  +  T,xl  -+-  T^xl  =  —  a«D , 


T^x^yi  -+-  TiXiij'i  ■ 
TiX,  -+-  T,x,  -h  • 


=  0, 

=  0, 


T,4-T,  +  T34-T, 


D. 


Si  les  coordonnées  du  point  P  sont  a,  p,  y»  on  a,  en  écrivant 
que  ce  point  est  à  une  distance  R  des  faces  du  tétraèdre, 


,2  ^2 

a*      é*      c 
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En  ajoutant  ces  égalités  multipliées  respectivement  par  T,, 
Tî,  T3,  1\,  et  en  tenant  compte  des  relations  précédentes,  il 
vient 

\a^       b^       c^J        a^       b^       c* 

Cette  relation  donne  le  rayon  de  la  sphère  tangente  aux 
quatre  faces  des  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  la  surface. 

Lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  une  surface  homothétique 
et  concentrique  à  la  surface  donnée,  c'est-à-dire  sur  une  sur- 
face ayant  pour  équation 

a^^  b^^  c^~"' 
le  rayon  R  conserve  la  valeur  constante  donnée  parla  formule 


47.  Si,  du  centre  d'une  surface  du  second  ordre,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  conjugué,  la  puis- 
sance de  ce  point  par  rapport  à  la  sphère  qui  contient  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires  est  égale  à  l'inverse  de  la  somme  des  carrés 
des  inverses  des  demi-axes  de  la  surface. 

En  employant  les  notations  du  problème  précédent,  les 
coordonnées  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  cen- 
tre sur  les  faces  du  tétraèdre  sont  données  par  les  formules 


x__y_ 

= 

z                   1 

Xi       Vi 
a'       b' 

c'       a'       b'      c* 

^=  l 

^ 

z_^ 

Xi          iji 

Zi 

L'équation  de  la  sphère  qui  passe  par  les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires est 
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z^     a^x     b^y     c^z 


Xi 


b'       c' 


^2      yi     Z2    

^3  V3  ^3 

^.     y,     -4    

L'inverse  de  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  cette 
sphère  est 


0. 


OCi 

?/i 

Zl 

X. 

2/2 

Zo 

a?. 

?/3 

?/v 

^3 

1 

X-i 

?/i 

Zx 

~r—  i 

1 

a-. 

2/2 

z. 

1 

073 

?/3 

Z3 

1 

X. 

?/. 

■^'. 

ou 

T, 

+  P 

)- 

^•0 

Mf-D— 

D 

ou  encore 

(i 

^i 

l 

')• 

d'après  les  relations 


TiV? 


Donc  l'inverse  de  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  la 
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sphère  considérée  est  égal  à     —  -h  —  -H  -  • 
a^       b^       c^ 

Dans  le  cas  de  l'hyperboloïde  équilatère,  on  a 
1         1        1 


0 


a' 


l'inverse  de  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  la  sphère 
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précédente  est  inflni,  ce  qui  montre  que  cette  sphère  se  réduit 
à  un  plan.  Donc  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
d'un  hyperboloïde  équilatère  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  conju- 
gué quelconque  sont  dans  un  même  plan. 

48.  On  donne  deux  paraholoïdes  hyperboliques,  semblables^ 
semblablement  placés  et  ayant  le  même  axe  principal.  On  mène  à 
l'une  de  ces  surfaces  des  plans  tangents  qui  coupent  Vautre  sui- 
vant des  hyperboles  équilatères  ;  on  demande  le  lieu  des  points 

de  contact  de  ces  plans. 

(Agvéfjatlon,  i866.) 

Les  deux  paraboloïdes  étant  semblables  et  semblablement 
placés,  les  sections  faites  par  un  plan  quelconque  sont  homo- 
thétiques,  et  tout  plan  tangent  au  premier  paraboloïde,  qui 
coupe  le  second  suivant  une  hyperbole  équilatère,  coupe  le 
premier  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

Si  l'équation  du  premier  paraboloïde  est 

'^- 2ar  =  0, 

V       9 

le  plan  considéré  coupe  aussi  les  deux  plans  qui  ont  pour 

équations 

X  _  _!_  ,  J/_  ^ !.. 

fp        fq  fp             sfq 

suivant  deux  droites  rectangulaires.  Or  les  coefflcients  direc- 
teurs de  ces  droites  sont,  en  appelant  [x,  y,  z)  les  coordonnées 
du  point  de  contact, 

et  ces  droites  sont  perpendiculaires  lorsqu'on  a 

p      q 

ou 

2x  +  p  —  ^  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  l'intersection  du  paraboloïde  par 


^2 
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le  plan  précédent  ;  cette  intersection  est  une  hyperbole  dont 
la  projection  sur  le  plan  yOz  est  définie  par  l'équation  (1). 

Lorsqu'on  a  p  =  q,  le  lieu  se  compose  des  deux  droites 
rectangulaires  suivant  lesquelles  le  paraboloïde  est  coupé  par 
le  plan  tangent  au  sommet. 


49.  Etant  donnés  un  ellipsoïde,  un  plan  P  et  un  point  A  dans 
ce  plan;  trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  d 
tellipsoïde  et  tels  que  la  section  de  chacun  de  ces  cônes,  par  le 
plan  P,  admette  pour  foyer  le  point  A. 

(Concours  général,  i875.) 

Rapportons  l'ellipsoïde  aux  axes  de  la  section  centrale  pa- 
rallèle au  plan  P  et  au  diamètre  conjugué,  et  appelons  {<x,  p,  y) 
les  coordonnées  du  point  A,  [xi,  t/i,  Zi)  les  coordonnées  du 
sommet  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  qui  a  pour  équa- 
tion 

a*       b^       c^ 


L'équation  de  la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan     P(s  =  y)     est 


{- 


yl^t^m.^t^i-^ 


a^        b'        c^ 


Les  foyers  de  cettie  conique  sont  définis  par  les  équations 
'E,_Ei      x\       y\\\^  [x"   ^  rf 


-S-f)[<?-^^0--] 


fxEi  —  lixiY      fijEi—Wyi 


oîi  R  désigne   ^  +  ^-i--*^— 1.    En  simplifiant  et  en  divi- 
a^       b^        c^  ^ 

sant  par  Ei,  ces  équations  deviennent 
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a»       6V  W 


f' 


hV^ 


J 1 


^i?/i  (^  + 1! + ^  - 1)  +  ^i^y  -  «(^lî/  +  yi^)  =  0. 


ou 

y 


Ces  coniques  passent  par  le  point  A  lorsqu'on  a,  en  suppri- 
mant l'indice  1, 

{,f  _  x'){f  -  c')  +  (a^  -  b%z  - T)^  H-  (P—  a^;(s^  -  c^) 

-H2(aa--?y)(Y2-c^)-0, 
^7/(t'  —  <^')  —  ('^!/  -+-r^;(T^  — c')  +  »?(z'  —  c^)  =  0. 

Ces  équations  représentent  deux  cônes  ayant  pour  sommet 
commun  le  point  A,  et  l'intersection  de  ces  deux  cônes  donne 
le  lieu  cherché. 

Si  l'on  fait  z  =  h  dans  les  deux  équations  précédentes^ 
on  obtient  deux  hyperboles  concentriques  dont  les  asymptotes 
de  l'une  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  et  dont  les 
asymptotes  de  l'autre  sont  parallèles  aux  axes. 

Ces  deux  hyperboles  se  coupent  en  deux  points  réels  et  en 
deux  points  imaginaires,  et  le  lieu  demandé  se  compose  des 
droites  réelles  qui  joignent  le  point  A  aux  deux  points  réels 
d'intersection  et  de  deux  droites  imaginaires. 

Solution  GÉOMÉTRIQUE.  — Les  traces  des  cônes  circon.scrits. 
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sur  le  plan  P,  ont  poyr  foyer  le  point  A  lorsqu'elles  sont  tan- 
gentes aux  droites  isotropes  menées  par  ce  point.  Le  plan  mené 
par  la  sommet  et  Tune  de  ces  droites  est  tangent  au  cône, 
ainsi  qu'à  l'ellipsoïde;  donc  le  sommet  se  trouve  à  l'intersec- 
tion des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  menés  par  les  deux 
droites.  Le  lieu  cherché  se  compose  des  quatre  droites  suivant 
lesquelles  se  coupent  ces  plans  tangents.  Ces  droites  joignent 
le  point  A  aux  foyers  des  sections  faites  parallèlement  au 
plan  P  dans  le  cône  de  sommet  A  circonscrit  à  l'ellipsoïde. 
Jl  y  a  donc  deux  droites  réelles  et  deux  imaginaires. 


50.  A  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  une  série  de  surfaces 
du  second  ordre  2,  la  courbe  de  contact  étant  Vintersection  de 
V ellipsoïde  par  un  plan  fixe  P.  On  circonscrit  ensuite  à  ckague 
surface  S  un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  A. 

1°  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes  et  des  sur- 
faces i;. 

2°  Classer  les  surfaces  qui  forment  le  lieu,  quand  on  suppose 
le  plan  P  fixe  et  le  point  A  mobile  dans  l'espace,  et  déterminer, 
pour  chacune  des  variétés  du  lieu,  les  surfaces  qui  limitent  les 
régions  de  l'espace  où  se  trouve  alors  le  point  A. 

(Agrégation,  1875.) 

1°  Prenons  pour  axe  des  z  le  diamètre  conjugué  du  plan  P 
et  pour  autres  axes  deux  diamètres  conjugués  de  la  section 
de  l'ellipsoïde  par  le  plan  P. 

L'équation  des  surfaces  S  est 

f!  +  ^  +  ËZ_^_l  +  ;^,.^0, 
a^       b'^  c^ 

et  l'équation  du  lieu  des  courbes  de  contact  de  ces  surfaces  et 
du  cône  circonscrit  de  sommet  A(a?,,  î/i,  Zj)  s'obtient  en  élimi- 
nant X  entre  cette  équation  et  celle  du  plan  polaire  du  point  A 

— r  -H  -rr  H ;^ 1  -+-  ''<-\  =  U, 

tr  b'  c- 
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L'équation  obtenue 

a^      b-  c^  Zi  L  a^        b^  c^  J 

représente  une  surface  du  second  ordre  passant  par  le  point  A 
et  par  les  courbes  d'intersection  de  l'ellipsoïde  avec  le  plan  P 
et  le  plan  polaire  Q  du  point  A  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

2°  Quand  on  a     Zi  =  0,     le  lieu  se  compose  des  plans   P 
et  Q. 

On  peut  donc  supposer    fj  ré  0,     et  décomposer  l'équation 
du  lieu  en  carrés. 

Cette  équation  s'écrit 

La       2azJ        L^      ^bzj        Az\W'^  b' 


+    c^ 


'^z,h  —  h'-^c')-+-^^—i  =0, 


N 
.MZ=  +  -=0, 


en  posant 


o'       Ij'        c» 


Quand  on  a     ^  >  c,     N  est  positif,  et  quand  on  a     /i  <  <?, 
N  est  positif  lorsque  M  est  négatif. 
La  nature  du  lieu  est  donnée  par  le  tableau  suivant  : 
M  <  0    N  >  0    Ellipsoïde  réel, 

/  N  >  0     Hyperboloïde  à  deux  nappes, 
M>OJN  =  0     Cône  réel, 

(  N  <  0    Hyperboloïde  à  une  nappe, 

—  c^ 

- —     Paraboloïde  elliptique, 

M  =  0 

j  h'  —  c^ 

I  -1  =  — -, —     Cylindre  elliptique. 
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La  surface  qui  sépare  les  points  qui  correspondent  à  des 
ellipsoïdes  de  ceux  qui  correspondent  à  des  hyperboloïdes  a 
pour  équation 

-  +  liH--j-=0; 
a^       b^        c^ 

celte  surface  est  un  paraboloïde  elliptique  M  tangent  à  l'ori- 
gine au  plan  P,  ayant  ses  diamètres  parallèles  à  l'axe  des  z, 
et  coupant  l'ellipsoïde  suivant  des  courbes  dont  les  plans  ont 
pour  équations 

z  =  h  -{-  c        et        z  =  A  —  c. 
La  surface  qui  a  pour  équation 

est  le  lieu  des  points  A  qui  donnent  des  cônes  réels  ou  imagi- 
naires ;  celte  surface  est  un  cône  réel  ou  imaginaire  suivant 
que  h  est  inférieur  ou  supérieur  à  c,  c'est-à-dire  suivant  que 
le  plan  P  coupe  ou  ne  coupe  pas  l'ellipsoïde  ;  ce  cône  a  pour 
sommet  le  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  et  il  se 
réduit  au  plan  P  lorsque  ce  plan  est  langent  à  l'ellipsoïde.  Ce 
cône  N  est  tangent  au  paraboloïde  M  le  long  de  la  section  par 
le  plan  qui  a  pour  équation 

W  -  c* 


Considérons  d'abord  le  cas  où  le  plan  P  coupe  l'ellipsoïde. 
Si  le  point  A  est  à  l'intérieur  du  paraboloïde,  il  est  aussi  à 
l'intérieur  du  cône,  et  l'on  a  M  <  0,  N>0;  le  lieu  est 
un  ellipsoïde  réel. 

Si  le  point  A  est  à  l'extérieur  du  paraboloïde  et  à  l'intérieur 
du  cône,  on  a  M  <  0,  N-<0;  la  surface  est  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes. 

Si  le  point  A  est  à  l'extérieur  du  cône,  il  est  aussi  à  l'exté- 
rieur du  paraboloïde,  et  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Si  le  point  A  est  sur  le  paraboloïde  M,  le  lieu  est  un  para- 
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boloïde  elliptique,  et  si  ce  point  est  sur  le  cône  N,  le  lieu  est 
un  cône  réel. 

Lorsque  le  point  A  est  au  sommet  du  cône,  le  lieu  est  un 
cylindre,  et  lorsqu'il  est  dans  le  plan  P,  le  lieu  se  compose  de 
deux  plans. 

Dans  le  cas  où  le  plan  P  est  tangent  à  l'ellipsoïde  ou  ne 
coupe  pas  cet  ellipsoïde,  le  cône  N  se  réduit  au  plan  P  ou  de- 
vient imaginaire,  et  le  lieu  ne  peut  plus  être  un  hyperboloïde 
à  deux  nappes. 

51.  On  donne  un  ellipsoïde  et  Von  considère  un  cône  ayant 
pour  base  la  section  principale  de  l'ellipsoïde  perpendiculaire  à 
l'axe  mineur;  ce  cône  coupe  V ellipsoïde  suivant  une  seconde 
courbe  située  dans  un  plan  Q. 

1°  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  plan  donné  P, 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q  par  rapport  à  l'el- 
lipsoïde. 

2°  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre  S  ;  on  demande  de 
déterminer  les  positions  du  plan  P  pour  lesquelles  le  cône  asymp- 
tote de  cette  surface  S  a  trois  génératrices  parallèles  aux  axes  de 
symétrie  de  l'ellipsoïde. 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  S  satisfasse 
aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections 
faites  dans  ces  surfaces  S  par  un  plan  fixe  R  perpendiculaire  à 
Vaxe  mineur  de  l'ellipsoïde. 

4*  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  courbe.,  lieu  de  ces  foyers^ 
quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

(Agrégation,  1880.) 

1»  Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  a,  p,  Y  et  pour  directrice  l'ellipse 

a  pour  équation 
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OU 

En  retranchant  cette  équation  de  celle  de  l'ellipsoïde, 

fr        />^       c^ 


Il  vient 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

î=0  et  _  +  ^^_i_  -H^      L_l     :^0. 

La  dernière  de  ces  équations  représente  le  plan  Q  ;  donc  les 
coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  l'ellipsoïde  sont 

2y    \a-       b^       c- 

Lorsque  le  sommet  du  cône  décrit  le  plan  qui  a  pour  équa- 
tion 

ux-\-vrj  -\-ii'z  =  1, 
on  a 

II-  ~  1  —  ux  —  vrj 
et 

'^  +  fi-l)-*-2YZ-Y'^  =  0. 

L'équation  du  lieu  du  pôle  du  plan  Q  est  donc 
fx^      y2         \        22,,  ^       (l  —  ux  —  vy)^       ^ 

ou 

x^      y-      z^  1     , 

-7+71+^  —  1 r-^  {ux  -hvy-+-  IVZ  —  1)2  r=  0 . 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  ordre  2  circonscrite  à 
l'ellipsoïde  le  long  de  sa  courbe  d'intersection  avec  le  plan  P^ 

2°  Le  cône  asymptote  de  cette  surface  a  trois  génératrices 
parallèles  aux  axes  de  l'ellipsoïde  lorsque  les  coefGcients  de  x^^ 
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y-  et  :-  sont  nuls,  ou  lorsque  l'on  a 


u 

T 

1 

^-T 

n 

b 

C 

Le  plan  P  est  alors  parallèle  à  l'une  des  faces  de  l'octaèdre 
qui  a  pour  sommets  les  sommets  de  l'ellipsoïde. 
3°  Considérons,  par  exemple,  le  plan 

abc 

et  soit 

z  =  h 

l'équation  du  plan  R.  La  section  de  la  surface  S  par  ce  plan 
se  projette  sur  le  plan  des  xxj  suivant  une  conique  qui  a  pour 
équation 

oii 

ab  \c  l\a        b  c 


Les  foyers  de  cette  conique  sont  déterminés  par  les  équa- 
tions 

:-i-(4-*)(7-f)-'-l=°- 

Les  plans 

x—y-i-{a  —  b)( k\  =  0, 

rr  +  7/  -f-  (a  +  b)  ( /,•  )  =  0 


coupent  le  cylindre 
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suivant  des  droites  qui  rencontrent  le  plan  R  aux  points  cher- 
chés. 

En'  éliminant  k,   ou   mieux k^     entre  les  équations 

précédentes,  on  trouve 

xxj      X  —  y  /  X       y\       .       h^ 

ab       a-h  b  \a        b  c^ 


x^      y^ 
a        b 


Ces  deux  cylindres  coupent  le  plan  R  suivant  deux  coniques 
qui  sont  les  lieux  des  foyers  considérés  ;  l'une  de  ces  coniques 
est  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole.  Ces  coniques  ne  chan- 
gent pas  lorsque  le  plan  P  reste  parallèle  à  une  autre  face  de 
l'octaèdre. 

4°  Quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à  lui-même, 
ces  coniques  engendrent  l'ellipsoïde 

+  =.-1  =  0 


a{a  —  b)      b[a  —  b)      c» 
et  l'hyperboloïde  à  une  nappe 


-3 

=  0. 


b)      b{a-+-b)      c 


52.  On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et  deux  quadriques 
A,  A',  inscrites  dans  ce  cône;  on  considère  une  quadrique  varia- 
ble S  inscrite  dans  le  même  cône  et  touchant  les  quadriques 
données  A  et  A'  en  des  points  variables  a  et  a' 

P  Démontrer  que  la  droite  «a'  passe  par  un  point  fixe. 

2°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents 
à  la  surface  S  aux  points  t.  et  a'. 
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3»  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d\m  plan  fixe  P  par  rapport 
à  la  surface  S  se  compose  de  deux  quadriques  bitangentes. 

4'  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de 
contact  de  ces  deux  quadriques^  lorsque  le  plan  P  se  déplace,  en 
restant  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  C. 

(Agrégation,  1889.) 

l"  Rapportons  le  cône  à  trois  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, et  soient 

cp  =  Aa-^  +  Bî/2  -I-  Cz'  =  0, 

P  =  ax-hby-{-cz  -\-  d  =  0 , 

Q  =  a'x-i-  b'y  -h  c'z  -4-  rf'  =  0 , 

R  ==  lx-\-  my  -^nz-hp  =  0 
les  équations  du  cône  et  des  plans  des  courbes  suivant  les- 
quelles le  cône  touche  les  surfaces  A,  A',  S. 
Les  équations  de  ces  quadriques  sont 

(A)  cp  +  P^=0, 

(A')  cp+Q^-0, 

(S)  cp+R2==0. 

Les  surfaces  A  et  S  se  coupent  suivant  deux  coniques  situées 
dans  les  plans  dont  les  équations  sont 

P  — R  =  0,        P  +  R  =  0, 
et  ces  surfaces  sont  tangentes  si  l'un  de  ces  plans  est  tangent 
à  l'une  des  surfaces    A,  S. 

Si  nous  appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  où  le 
plan 

ux -h  vy  -\- wz  -\- r  =  0 

touche  la  surface  A,  nous  aurons 

Aa;  +  aP  _  By  +  b?  _  Cz  4-  eP  _  dP 
u  V        ~       w       ~   r 

et,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  valeurs 

du  —  ar     P  dv — ôr     P  diu  —  cr     P 
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dans  l'équation  (A),  on  obtient  la  condition  pour  que  le  plan 
soit  tangent  à  la  surface,  ou  l'équation  tangentielle  de  la  sur- 
face ;  cette  équation  est 

{du  —  arY      [dv-brY       (dw  —  crf 

ou 

,, /u^       v^       îv^\       ^,   /ua       vb       wc 

d^\ 1 1 —  ^dr \ 1 

VA    '   B^  cy  VA  ^  B        G 


a"      b^ 


La  condition  pour  que  le  plan  ayant  pour  équation 
P  —  Il  =  0 

soit  tangent  à  la  surface  A  est 

/a^       b^       c-         \       ^,    fia       rnb       ne 

OU 

Les  coordonnées  du  point  a  sont 

_  ap  —  dl        P,      _  ap  —  dl  p 


_  bp  —  dm        P,     _bp  —  dm  p 

vi  -     g      ^__  -    g       /  /-■   ~\     r>   " 

V    A         /  V    A 

_  cp  —  dn        Pi 

G  d — p 

La  condition  pour  que  le  plan  ayant  pour  équation 
P  +  R  =  0 

touche  la  surface  A  se  déduit  de  la  précédente  en  changeant 
les  signes  des  coefficients  /,  m,  n, /9,  et  l'on  obtient  de  même 
les  coordonnées  du  point  a. 
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De  inêine,  l'un  des  plans  ayant  pour  équation 
Q  — R=:0        ou        Q  +  R  =  0 
est  tangent  à  la  surface  A'  si  l'on  a 

(2)      p2^v^_^l^_2ûi'^/s^  +  l)  +  f/'^('ï^+l^  =0, 
ou 

Les  coordonnées  du  point  a'  où  le  plan     Q  —  R  =  0     tou- 
che la  surface  A'  sont 

,       a'p  —  d'l  p  , 


Or,  on  a 

et,  d'après  les  relations  (1)  et  (2), 


rf(sl^  +  ll_rffvW+i)j 


fm 


en  divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il  vient 

'±dd'  da!  —  ad' 

et,  comme  le  même  calcul  s'applique  aux  coordonnées  ^i  et  j/î, 
Zi  et  z[,  on  voit  que  la  droite  aa'  passe  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont 
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2irf'  da'  —  ad' 


Md! 


d!^U 

a^ 

Â^ 

0- 

A 

-) 

rf'^fs 

«' 

Â^ 

■0- 

rfc'- 

-cd! 

A 

-) 

_  w 

On  peut  montrer  que  ce  point  est  le  sommet  du  second  cône 
circonscrit  aux  deux  surfaces  A  et  A'. 

En  effet,  si  l'on  retranche  les  équations  tangenlielles  de  ces 
surfaces, 


il  vient 
Ud 


ce  qui  montre  bien  que  le  sommet  du  second  cône  circonscrit 
aux  deux  surfaces  a  pour  coordonnées  x^,  y^  etz^. 

On  résout  plus  rapidement  cette  première  partie  en  trans- 
formant par  polaires  réciproques. 

Les  deux  quadriques  A  et  A'  inscrites  dans  le  cône  G    se 

transforment  en  deux  quadriques  Ai  et  Al  ayant  une  courbe 

plane  commune  Gj,  transformée  du  cône.  La  quadrique  S  se 

transforme  en  une  quadrique  Si  passant  par  cette  courbe  plane 

et  touchant  les  quadriques  Ai  et  Ai  aux  points  «j  et    <,  qui 

correspondent  aux  plans  tangents  en   a  et  a'   aux  surfaces   A 

et  A'. 

Soient 

(Al)        /'  +  MP=0, 

(A/)        /+MQ==0, 

(Si)         f-}-MR  =  0 
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les  équations  des  surfaces  Aj,  Ai  et  Si  ;  si  l'on  retranche 
ces  équations  deux  à  .deux,  on  voit  que  ces  quadriques,  qui 
ont  une  courbe  plane  commune,  se  coupent  deux  à  deux  sui- 
vant d'autres  courbes  planes,  dont  les  plans  passent  par  la 
même  droite.  Lorsque  les  surfaces  Si  varient,  cette  droite 
décrit  le  plan  dont  l'équation  est 

P-Q  =  0. 

Or,  les  plans  tangents  en  ai  et  al  aux  surfaces  Ai  et  Ai 
sont  les  plans  des  courbes  planes,  autres  que  la  courbe  com- 
mune, et  l'on  voit  que  la  droite  d'intersection  de  ces  plans 
décrit  le  plan  de  la  seconde  conique  commune  aux  surfaces 
données  Ai  et  Ai. 

Si  l'on  revient  à  la  figure  primitive,  la  droite  aa',  transformée 
de  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  en  ai  et  ai, 
passe  par  un  point  fixe,  qui  est  le  sommet  du  second  cône  tan- 
gent aux  deux  surfaces  A  et  A'. 

2°  Pour  avoir  le  lieu  des  intersections  des  plans  tangents 
en  a  et  a',  il  faut  éliminer  les  paramètres  variables  entre  les 
équations  de  ces  plans  et  les  conditions  exprimant  que  ces 
plans  sont  tangents;  mais  si  l'on  considère  les  plans  dont  les 
équations  sont 

P_R.rzO,  Q  — R  =  0, 

on  voit  que  le  lieu  de  leur  intersection  est  le  plan  ayant  pour 
équation 

P  —  Q  =  0, 
et,  de  même,  les  plans 

P  —  U=0,  Q-+-R  =  0 

se  coupent  suivant  une  droite  située  dans  le  plan 
Ph-Q  =  0. 

Donc  le  lieu  cherché  se  compose  des  plans  des  courbes  pla- 
nes suivant  lesquelles  se  coupent  les  surfaces  A  et  A'. 

On  peut  remarquer  que  ce  lieu  est  aussi  celui  des  droites 
suivant  lesquelles  la  surface  S  coupe  les  surfaces  A  et  A'. 
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3°  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  fixe 

ux -+- vy  -h  ivz  -h  r  =  0  ; 
nous  avons 

Ax-^IR  _  By-i-mR  _  Cz  +  nR  _  pR  _  Ay^'H-Bys-hCz^+R" 

u  V  ,     w  r  ux-h-vy-^wz-hr 

.fit,  par  suite, 

.  _  pu      Ax 
~  "7~~R  ' 

m  = —  » 

r         R 

piu      Cz 
"=    r— R- 

En  remplaçant  /,  m,  n  par  ces  valeurs  dans  l'équation 

(dl  —  paY       (dm  —  pb)^      (dn  —  pcY       ,  , 
^-^-H 3-^  + __  +  (rf_p^.^O, 

il  vient 

On  trouve  de  même  pour  la  surface  A' 

^ r    {d'il  —  aV)^  _^  ^1  _  g^,j^^^  ^  2rf'rSa'.r  -  ^'^(SMa^  —  r)  =  0. 

»R 
En  appelant  E,  E'  les  coefficients  de  - —  dans  ces  équations, 

et  H,  H'  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  R^  ces  deux  équa- 
tions donnent 

pR  _  dir  —  d'R 

~  ~  d'E  —  dE'' 

EH'  —  HE' 
Rr  = 


2{d'E  —  dE") 
et,  en  remplaçant  dans  la  relation 

p\\__  \x^  +  Bî/2  +  Cz^  4-  R' 
r  iix  -+-vy-\-  wz  -+-  r 

il  vient 
.    ,      ^  0      ^  ,      (EH'  — HE')^       du- d'à, 
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Cette  équation  représente  une  quadrique. 

Si,  au  lieu  de  prendre  les  plans  dont  les  équations  sont 

P  _  R  =  0,  Q  —  R  =  0, 

on  prend  ceux  dont  les  équations  sont 

P  +  R  =  0,  Q  -h  R  r=  0, 

on  trouve  la  même  quadrique  ;  mais  si  l'on  prend  les  plans 
ayant  pour  équations 

P  — R=0     et     Q-4-R  =  0, 
ou 

PH-Rr=0    et    Q  — R  =  0, 

on  trouve  une  autre  quadrique  dont  l'équation  se  déduit  de  la 
précédente  en  changeant  les  signes  des  coefficients  a',  b',  c',  d' , 
cette  équation  est 

En  retranchant  les  équations  de  ces  quadriques,  on  voit  que 
ces  surfaces  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  situées 
dans  les  plans  dont  les  équations  sont 
EH'  —  HE'  =  0, 

(EU'  —  IIE'jEE'  —  2(E^ci'^  —  E"d'){ux -i-vy-+- ivz  -h  r)  =  0. 

Le  lieu  du  pôle  du  plan  fixe  se  compose  donc  de  deux  quadri- 
ques bitangentes. 

4"  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  est  à  l'intersection 
des  plans  des  courbes  planes  communes  aux  deux  quadriques, 
ou  à  l'intersection  des  plans  ayant  pour  équations 

EH'  — HE'  =  0, 

ux  -+-  vy  -+-  wz  -h  ?•  r=  0. 

Lorsque  le  plan  P  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan 
tangent  au  cône,  r  varie,  et  l'on  a 

m"      v'       w'       ^ 
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H  =  '^drUax  —  d^llux  —  r)  =  2dr{ax  -^  by  -\- cz  +  d) , 
IV  =  ^d'rla'x  -  d'^Iux  —  r)  =  Mr{a'x-\-b'y  4-  (fz  +  d'). 

En  divisant  par  2?-^  l'équation  du  plan,  autre  que  le  plan 
donné,  il  vient 

d\a'x-h  l'y  4-  c'z  +  rf')  Tr  ("s  ^  +  1^  —  2rfS  —1 

=  d[ax-\-by  +  cz-^d)^r  ('s  ^  +  l)  _2rf'S  ^], 

et,    en    remplaçant    r   par    — {ux -{- vy -^~  wz) ,     on    obtient 
l'équation  du  lieu  cherché  : 

d'{a'x H-  b'y -h c'z  -h  d')\{ux-^vy-^wz)i'ï> ---{-\\ -\-  2rfS  ^1 

=  d[ax^by+cz-^d)\[ux  +  vy  +  ioz)hl^  -i-1  j  -}-2(/'S— j- 

Cette  équation  représente  un  paraboloïde  hyperbolique 
ayant  pour  plan  directeur  le  plan  donné,  et  passant  par  les 
trois  droites  dont  les  équations  sont 

!ax  -i-  by-hcz-\-d  =  0, 
{ux-hvy-i-wz)(^  —  -i-i)  +2rfS^  =  0, 


.     A         /  A 

a'x  H-  b'y  -+-  c'z  -\-d'  =  0, 

{ux-\-vy-hwz)('E^-hl\  -+-^d''E  ^  =  0, 

ax  -i-  by  -h  cz  -\-  d  :=  0, 
a'x -\- b'y-hc'z-Jrd' —  0. 


53.  Trouver   l'équation  du  plan  osculateur  en  un  point  de  la 
cubique  gauche  définie  par  les  équations 


X 
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oii  X  désigne  un  paramètre  variable. 

Les  dérivées  premières  et  secondes  de  x,  rj,  z  par  rapport  à 
>  sont 


^^-TT^TTÛ'  y- 


b'^ 


(«2_j_x)2'       j        {b^^iy  (c^  +  xy 

2a^a  ,  2/'2p  „  2c^Y 


y  = 


L'équation  du  plan  osculateur  au  point  (r,  t/,z)  de  la  courbe 
s'obtient  en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation 

ï(yV'— zy')(X  — a?)  =0; 
on  trouve 

—  [\-x)-\  —  [Y -y) 

ou 

^^^^ ^"^ ïï^ ^-^ ?-^ ^ 

=  (è2_c2)(a24-X)«-h  ••  =  a*(ô«— c«)-+-è*(c'-a')+c*(o«— 6*). 
L'équation  cherchée  est  donc 

(è^_c«)(a2-hX)3 


X  +  (a^  -  6*)(è«  —  c^)(c»  —  a^)  =  0 , 


CHAPITRE     VI 

NORMALES 


RÉSUMÉ 

1.  La  normale  au  point  f.r,  y.  z)  de  la  surface    f{x,  y,  s)  =:  0    a  pour  équa- 

tions 

\  —  x  _  Y  —  ?/  _  X  — z 

2.  Les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  (a,  jî,  y)  à  un  ellipsoïde  rapporté 

à  ses  axes  sont  définis  par  les  équations 

«—a;  _  p  — ?y  _  r  — ^  _ .^ 

£        "~       j/  £  ' 

a^  6^  c= 

X  étant  racine  de  l'équation 

3.  Les  six  normales  que  l'on  peut  mener  d'un  point  à  un  ellipsoïde  sont  sur  un 

cône  du  second  ordre  dont  l'équation  est 

2a(62-C^H«/-3}(--v)=0; 
ce  cône  passe  par  le  centre. 

4.  Les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  P  à  un  ellipsoïde  sont  sur  une  cu- 

bique gauche  qui  passe  par  le  centre,  par  le  point  P,  et  qui  a  ses  asymp- 
totes parallèles  aux  axes. 

5.  Les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  à  un  paraboloïde  sont  déterminés 

par  les  relations 

a  —  .T_  P  —  ?/_r  —  "_^ 

-1  ~  "T  "  ~  ~y  "  '' 
p  1 


mi 


X  iHiuit  racine  de  l"équalion 


(■>.  +  ?<.-       (X  -f-  qj- 


2X  =  G 


6.  Les  ciuq  aormalcs  menées  par  un  point  (a,  p,  y)  à  un  paraboloïde  et  la  paral- 
lèle à  l'axe  menée  par  ce  point  sont  sur  un  cône  du  second  ordre,  qui  a- 
pour  équation 

p—<]       ,  P T_     _     Q 

a-  —  X    '    //  —  ?       -  —  T 


54.  Les  longueurs  interceptées  sur  les  normales  d'un  ellipsoïde 
par  les  plans  principaux  sont  inversement  proportionnelles  aux 
distances  du  centre  aux  plans  tangents  correspondants. 

Soient  Xi,  ?/i,  z,  les  coordonnées  d'un  point  P  de  rellipsoïde 

x^       1/^       z^ 
a'    '    O'^c' 

et  {x,  y,  0)  les  coordonnées  du  point  M  où  la  normale  en  P 
coupe  le  plan  des  xij\  on  a,  en  désignant  la  longueur  PAl 
par  /, 

x  —  x,  ^  y  — ?/i  ^  — zi  _  _^  i  =  —  c^  ; 

a^  b'  c'  Va4"^6*~^c* 

d'où 


La  distance  d  du  centre  au  plan  tangent  en  P  est  égale  à. 
1 


\a'^b'^c' 
donc  on  a 

On  trouve  de  même  que  les  portions  de  normale  intercep- 


H2 


tées  par  les  autres  plans  principaux  sont 
d  d 


et  l'on  voit  que  les  portions  comprises  entre  deux  plans  prin- 
cipaux sont  inversement  proportionnelles  à  d. 


55.  On  porte  sur  les  normales  d'un  ellipsoïde^  à  partir  du  point 
d'incidence,  des  longueurs  inversement  proportionnelles  aux  dis- 
tances du  centre  aux  plans  tangents  correspondants  ;  trouver  le 
lieu  des  points  ainsi  obtenus. 

Soient  {Xi,yi,Zi)  les  coordonnées  d'un  point  P  de  l'ellipsoïde 
et  (.r,  y,  z)  celles  d'un  point  du  lieu.  Si  l'on  porte  sur  la  nor- 

maie  au  point  P  une  longueur  /  égale  k    -,    d  étant  la  dis- 
tance du  centre  au  plan  tangent  en  P,  on  a 

«'  —  Xj  ^  y  — yi  ^  g  — Zi  ^  ±^  =  -h  A»  • 

a?i  V,  z.  n^       7fi       ^  ' 

a^ 

d'où  l'on  tire 


yi         zi       i  A'  ^  ?/'  ^  ^' 

b'  C^  V   «4  +^4-^-^4 


a^x  b^y 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde,  il 
vient 

a*a?»  bY  ch^ 


{a^±ik'y      {b'±:ky      (c^ 


1=0, 


7)    (*-? 


1 — -„  — 1=0. 


li'V      f.       ¥V       /        lf\ 


Le  lieu  cherché  se  compose  de  deux  ellipsoïdes  homofocaux  ; 
l'un  correspond  aux  longueurs  portées  vers  l'intérieur  de  l'ellip- 
soïde, et  l'autre  aux  longueurs  portées  vers  l'extérieur. 
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Lorsque  l'on  a     k  =  a,     ou     k  =  b,     ou     k  =  c,     le  point 
obtenu  décrit  l'un  des  plans  principaux. 


56.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des 
normales  menées  de  chacun  d'eux  à  un  ellipsoïde  ait  une  valeur 
donnée. 

Soient    {x,y,z)   les    coordonnées    d'un    point    du    lieu    et 
(xi,  y^  z,)  celles  d'un  point  de  l'ellipsoïde  ;  on  a 
a^{x—Xi)  _  bHy—yi)  _  c^{z  —  zQ  _ 
a-,  yi         ~         zi        ~ 

et 

-    <^'^'         ^'y'  c^z^*         _ 

A^)  -  (X  H-  a^y  +  (X  +  6^)^  -^  (X  +  c'y  ~  ^  -"• 

Si  l'on  appelle  /j  la  distance  des  points  {x,y,z)  et  (a?i,t/„  z,), 
on  a 

tl  z=  x^ -h  y' -h  z' —  '2xxi—'2ytji  —  2zzi  +072  ^y\^z\ 

=  x'^  -\- y'  -{- z^  —  XX  i  —  yUi  —  zzx  —  X, 

a'x^  b'y^  ch^ 

=  -'  +  !/' -^^'-xT^-xTTï^-xTTTî-*" 

et,  en  désignant  par  k^  la  somme  des  carrés  des  normales^ 

an  a 

k'  =  6x«  +  6î/^  -I-  6z^  -  a  V^S  ^-i-^  -  bh/^  :^^, 

A,  -+-c^ 

L'équation  en  X  peut  se  mettre  sous  les  formes  suivantes: 

a^x^ib'  —  a'^fic'-a^y 

+  2aV(6«  —  rt2)(c»  _  a=»)(6»  -i-  c»  -  2a2)(X  +  a^)  +  •  •  •  =  0. 


on  en  tire 

MOSN.  —  lU 
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1        _—%b^  +  c^  —  'id') 
v_J__  _  — 2(c^  +  a^— 2/>^) 
et,  par  suite, 


(a^'  — c2)(6^  -  c"i 


Le  lieu  cherché  est  une  quadrique   définie  par  l'équation 
précédente. 


57.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six  normales 
qu^on  peut  mener  de  Vun  quelconque  d'entre  eux  à  un  ellipsoïde 
donné,  à  trois  axes  inégaux,  se  séparent  en  deux  groupes  de  trois 
points  dont  les  plans  respectifs  soient  parallèles  entre  eux. 

Montrer  que,  si  Von  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution 

de  ce  problème  :  «  Mener  du  point  P  les  normales  à  l'ellipsoïde  », 

dépend  de  la  résolution  de  deux  équations  du  troisième  degré. 

Discuter  ces  équations. 

(Concours  général,  1881.) 

Soient  (a?i,  î/i,  2,)  les  coordonnées  du  point  donné  P  et 
(<^.  Ps  ï).  (=''»  P''  y')  celles  des  pôles  des  deux  plans  parallèles; 
les  pieds  des  normales  menées  à  l'ellipsoïde 

a-       tr       c 
parle  point  P,  sont  déterminés  par  les  équations 

bhf,  _     c'z, 


(1)  ^  =  ^7^'  V 


■k  +  a^  ''        l-'r-h' 


X  étant  racine  de  l'équation 


2^2  />2„2 


a'.T 


A^)  =  rr-^.^ 


{l-i-a'y      [l-^b'f      {\  +  c^Y 
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En  remplaçant  t,  y,  z  par  leurs  valeurs  dans  les  équations 
d  es  plans  parallèles,  ces  équations  deviennent 

Les  polynômes  f{X)  et  RR'  doivent  être  identiques,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

«a'  =  —a\  pp'  =  —  /r,  Y^  =  —  cS 

a  3' -1-3-/'  av'-j-vî:' 

"r V  ?/i  +  "1 r  ^'  =  2t  +  a, 


'  rt"  0"  c^ 

En  remplaçant  a',  1',  y'  par •.  — -> ,     les  trois 

a  P  Y 

dernières  relations  deviennent 


—    /i2 -yî 


b'  —  a'       ^^     c'  —  a'      Y 
__! :  _i ! L_  il  ;:^  g2 ^.2 

Ces  équations  en  —  j    7^?    —   ne  sont  compatibles   que  si 
a        fi        Y 

l'on  a 

c'est-à-dire  lorsque  le  point  (a,  p,  y)  est  sur  la  surface  normo- 
polaire  de  Desboves. 

Comme  les  plans  polaires  des  points  (a,  j3,  y),     («',  ^',  y')  sont 
ptirallèles,  on  a 

'•-...        '■.      -  ».        •■'■'.■ 

£t,  en  remplaçant  dans  l'équation  précédente,  oa  trouve    /c  =  1, 
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d'où  il  résulte  que  l'on  a 

et 

a'  =  =F  a,  P'  =  T  6,  y'  =  H=  <?• 

Les  points  considérés  sont  deux  sommets  opposés  du  paral- 
lélépipède rectangle  construit  sur  les  axes  de  Tellipsoïde. 
Les  équations  (2)  deviennent,  en  remplaçant  a",  p,  f    par 


b^ 

C2 

—  as 

=  0, 

e 

ôâ" 

a" 

—  62 

=  0, 

62 

.1^ 

=  0. 

a2  — 62  a       62— c2  p         ' 

et  l'on  voit  que  le  lieu  du  point  P  se  compose  des  quatre 
droites  définies  par  les  équations 

a2a;2(62— c2)2  =  bhj\c^-a'y  =  c222(a2_62)2. 

Si  l'on  suppose  le  point  P   sur  la  droite  ayant  pour  équa- 
tions 

ax[b^—c^)  =  by{c^~a^)  =  cz{a'—b^)^ 
on  a 

a  =  a,  p  =  6,  Y  =  c, 

a'  =  -a,  P'  =  —  6,  t'  =  —  c, 

et  les  pieds  des  normales  issues  de  ce  point  sont  donnés  par 
les  formules  (1),  en  supposant  que  X  soit  racine  de  l'une  des 
équations 

axi  biji  cZi 


l-ha'-      X  +  62      X-HC2 
axi  byi  czy 


Xh-62 


1=0, 
{  =0. 


Ces  équations  du  troisième  degré  en  X  ont  leurs  racines  réelles 
et  séparées  par  les  valeurs    —  a*,    — 62    et    —  c^ 
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b8.  On  considère  la  surface  {dite  cylindroide)  qui,  rapportée 
à  des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

z(x*4-y2)  — m(x«— y2)  =  0. 

Soit  M  un  point  de  l'espace  dont  les  coordonnées  sont  \\  y',  z'; 
«n  propose  de  mener  de  ce  point  des  normales  au  cxjUndroïde. 

i"  Désignant  par  «,  p,  y  les  coordonnées  dupiedde  l'une  quel- 
conque des  normales  abaissées  du  point  M  sur  le  cylindroïde,  on 
formera  l'équation  du  quatrième  degré  (I)  aijant  pour  racines  les 
valeurs  de  —,  Véquation  (II)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y, 
et  Von  montrera  comment,  des  racines  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
équations,  on  déduirait  les  coordonnées  des  pieds  des  normales 
cherchées. 

2°  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équa- 
tion (I)  soit  réciproque?  Trouver,  en  supposant  le  point  M  »itïié 
sur  ce  lieu,  les  coordonnées  des  pieds  des  normales. 

3°  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équa- 
tion (II)  ait  une  racine  double  égale  à  z"?  En  supposant  le 
point  M  situé  sur  ce  lieu,  reconnaître  si  les  racines  de  l'équa- 
tion (II),  différentes  de  z',  sont  réelles  ou  imaginaires. 

4"  Que  représente  l'équation  (II)  quand  on  y  regarde  l'incon- 
nue comme  une  constante  et  x',  y',  z',  comme  les  coordonnées  d'un 
point  variable? 

^    [École  Normale,  1887.) 


!•  On  a 


y'-\ 


et 


en  posant 


2a(Y  — m)       2p(Y4-m)       a»  h- (i« 


—  =  m : 

a2  H-  S2  1  H-  [x2 


Pour  avoir  l'équation   (I)   il  suffit  de  trouver  une   combi- 
naison des  premiers  rapports,  homogène  en  a  et  p.  On  a 

—  AoL^m  ~  a2+ j32  ~  2a2(Y  — m)4-232(Y-f-m)  ' 
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et,  par  suite, 

ax'  +  y  =  a2  -H  p2^ 

P^'-«?/'           2'-Y 

— 4a§m          aa?'  H-  p?/ 

L'équation  cherchée  est  donc 

{^x'  —  y'){\j.y'-^x')-\-M^m\z'~m  ^  _^ '^  J  =0, 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  |jl, 
(I)     fxVy'  +  i^^[V2  _  y'2  ^  4^(,'  _^  jn)] 

-h  [i.  [a;'^  —  y'^  -h  4m  (z'  —  m)]  —  x'y'  =  0. 
Pour  obtenir  l'équation  (II)  ayant  pour  racines  4es  valeurs 
de  Y,  il  suffit  de  remplacer  \i  par    d=  V /  ^       ''    dans  l'équa- 
tioi^  (I)  ;  il  vient 


—  'i'^x'y'  d=  s/m}  —  y^(^'* — y''^-\-^mz' — 'iin^i)  —  0, 
ou 

(II)     (»7i2— Y')(a?'^— y'"'+4m2'— 4mY)'  —  ^fx'^y"  =  0. 

Si  l'on  savait  résoudre  l'équation  (I)  ou  l'équation  (II),  on 
pourrait  calculer  les  coordonnées  des  pieds  des  normales.  En 
effet,  si  [X  est  une  racine  de  l'équation  (I),  on  a 


l  +  [x^  '^  '      l-i-li?  '  1+1x2 

De  même,  si  y  est  une  racine  de  l'équation  (II),  on  a 


f* 


\/: 


rn+Y 


\j.y' x'{m-\--^()  ±  y's/vï' 


i-i-ix2 


-  _     x'  +  ixy'  ^  y'[m  — y)  —  x'\Jin^  —  y"* 
^  ~  '^  1  +  1x2    =        •  2m 

2°  L'équation  (I),  du  quatrième  degré  en  (x,  ne  peut  pas  être 
réciproque,  puisque  ses  termes  extrêmes  sont  de  signes  con- 
traires ;  mais  elle  peut  se  décomposer  en  deux  équations  réci- 
proques du  second  degré  lorsque  les  coefficients  des  termes 
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en   (Ji'  et  [x  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire 

lorsqu'on  a 

x'-^  —  y'2  H-  Ainz'  =  0. 

Le  point  M{x\  y',  z')  se  trouve  alors  sur  un  paraboloïde 
hyperbolique  équilatère,  qui  est  rapporté  à  ses  plans  princi- 
paux et  à  son  plan  tangent  au  sommet. 

Lorsque  celte  condition  est  remplie,  l'équation  (I)  se  dé- 
compose en  deux  autres, 

\irx'y'  +  4?n-[Ji  +  x' II'  ■=  0. 
Les  racines  de  ces  équations  sont 


=  ±  1  et  |ji  = 


xy 

Les  coordonnées  des  pieds  des  normales,  données  par  les 
formulés  (1),  sont 

x'  zh  y'  y'  zt  .r' 


et 


'1 

x'  -h  \j.]i'  __  {x'  H-  iJ-y')x'y'  _         x'  fx'y' 
1  +  !x2    ^      —  Am^ 


Y  =  0, 


_  a;'(2?>i2  _  y'i  ±  v^4m*  —  x'^y'^) 

_  y'i'im-  —  x'^  qp  v^4??i*  —  x'-^y"^) 
Am- 

_  m(l  —  [Ji2)  _  x'y'-^^m^ix  _      x'y'     1 


= — :^ m  = :i-. 

3°  Si  l'équation  (II)  a  une  racine  double  égale  à  z' ,  le  prc-. 
mier  membre  de  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y 
s'annulent  pour    y  =  ^'j     ce  qui  donne 
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eu 

m{x'^—y'^)  =  ±2'(a^'^+?/'2), 

x'^-hy'^±A(m^—z'^)  =  0, 

et 

z'  =  0,        x'^  —  y'2  =  0. 

Le  point  M  doit  se  trouver  sur  la  ligne  d'intersection  du 
cylindroïde  et  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

a?«  +  ^«  +  4(m2— 22)  =0, 

ou  à  l'intersection  du  cylindroïde  symétrique  paj"  rapport  au 
plan  des  xy  avec  l'ellipsoïde 

x^ -h  y^  +  Az^  —  Am^  =0, 

eu  encore  sur  les  droites 

2  =  0,  X  =  ±:y. 

Lorsque  l'équation  (II)  a  deux  racines  égales  à   z',   si  l'on 
appelle  y  et  Y  les  deux  autres,  on  a 

x'i  -  y'^  -h  Amz' 

,'^f^,z'  = L ., 


eu 


^  +  7"  =  ^ 


l-t-- 


'■2m 
{x'^—y'^-h  Amzy 
16z' 

Ces  deux  racines  sont  réelles  puisque  leur  produit  est  négatif. 
4°  L'équation  (II)  donne 

\/m^  —    '■^{x'^ — y'^-himz' — Ayny)  =  ±  ^-fx-'ij'  ; 

elle  représente  deux  paraboloïdes  hyperboliques  lorsque  l'on 
considère  7  comme  constant  et  x\  ?/',  z'  comme  variables. 
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59,  D'un  point  P  pris  sur  une  normale  en  un  point  A  d'wn 
paraboloide  elliptique  on  peut  mener  à  la  surface  quatre  autres 
normales  ayant  pour  pieds  B,  C,  D,  E  : 

io  Trouver  l'équation  de  la  sphèi^  S  passant  par  les  quatre 
points  B,  C,  D,  E  ; 

2*  Trouver  le  lieu  du  centre  I  de  la  sphère  S  quand  le  point  P 
se  déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi  que  la  surface  en- 
gendrée par  la  droite  PI. 

(Concours  général,  1883.) 

Première  solution.  —  1°  Soient  {x^,  j/j,,  z^)  les  coordonnées 
du  point  A  pris  sur  le  paraboloide 

(I)  ^H 2,r  =  0, 

P       n 

^t  (^'î  Pj  t)  l6s  coordonnées  du  point  P  pris  sur  la  normale 
PA  ;  les  pieds  des  normales,  menées  par  le  point  P  au  para- 
boloide, sont  définis  par  l'équation  (1)  et  les  suivantes  : 


—  1                %J                    z 

=  x. 

p              9 

De  ces  dernières,  on  tire 

P^ 

X  =  ct-h^,           y  =          ,  j 

<7-l-X 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

(1),  on  obtient  l'é- 

quation 

(2)                        ^r.^^.    ^'\.      2f.-^X 

1  =  0: 

cette  équation  admet  la  racine  \,  qui  correspond  au  point  A, 
et  les  racines  Xj,  Xj,  X3,  X^,  qui  correspondent  aux  points 
B,  C,  D,  E. 

Soit  * 

x^  -h  y^  -h  z^  —'iax  —  2by  —  ^cz  -h  d  =  0 

l'équation  de  la  sphère  qui  passe  par  les  points  B,  G,  D,  E.  Si 
l'on  remplace  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  X,  on 
obtient  l'équation 
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(p  +  X)2       {q-\-Xf  ^  ^  p  +  A 

qui  doit  admettre  pour  racines  À,,  Xj,  Xs  et  X^  ;  mais  si  l'on 
ajoute  l'équation  (2),  multipliée  par  X,  à  la  précédente,  l'é- 
quation obtenue, 

(4)     a^-),^+-^-H-^-2a(a-|-X)-2A^ 


doit  admettre  pour  Tacinos  Xj,  Xj,  X3,  X,^  ;  par  conséquent,  si 
l'on  appelle  f(\)  et  tf(X)  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (3)  et  (4)  rendues  entières,  on  doit  avoir 

En  égalant  les  coefficients  des  termes  du  cinquième  et  du 
quatrième  degré,  puis  en  faisant  'k  =  —  p^  X  ==  —  q  et 
X  =  Oj    il  vient 

k  =  2, 

a.  +  p-^q  -\~\  —  2a, 

P(7-/>)  =  2(-p-XJ(P-26), 

Ue  ces  relations,  on  tire 

2a  =  a  -f-  Xq  +  /^  +  7> 


lip^q-^  2X„)  ^ 

</^(>„H-p;(Xo-^7); 


/iC  = 
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donc  l'équation  de  la  sphère  S  est 

2°  Les  coordonnées  du  centre  I  de  la  sphère  S  sont 
^  =  ^ = 2 ' 

Le  lieu  du  centre  1,  quand  le  point  P  se  déplace  sur  la 
normale  en  A,  c'est-à-dire  quand  X,,  varie,  est  la  droite  d'in- 
tersection  des  deux  plans 

vy-^^  —  r-]}^  ^^^ 

L'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite  PI  s'obtient 
en  éliminant  X^  entre  les  équations  de  cette  droite 

/?-f-X(, 


^ ^<,+  >^o        î/o  -^^ '^«"T^ 

Z_2    V  +  ^^0 


Ces  équations  donnent  ? 

^  y  —  ?/o       ,  2  —  z„ 


x  —  x,~h\  Vo 


9 


'±l>  +  29  —  2.1-0  +  4X0       _  3p  +  9  —  2X„       'p  —  ^  —  2X„ 

77?/       03                                        .         py       qz 
'-L-1 p  +  q       x-x,-\^'-f-^- p-q 

Ârf  —  Ap  —  2j:-o 
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ou 

"■Ix-p-q—x, 

_  ?/o 

^0  

^2x- 


yp      ^0 

p+9— aro+2Xo         q—p~~  —  a?o 

et,  en  éliminant  >„,  il  vient 

=  (çr  —  p)(2a7  —  a7(,  —  p  —  9) . 

■Cette  surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  on  connaît 
les  plans  directeurs  puisque  l'équation  précédente  est  de  la 
forme    PQ  =  R. 

Deuxième  solution.  —  1"  Pour  obtenir  l'équation  de  la 
sphère  S,  on  peut  chercher  les  équations  de  six  surfaces  du 
second  ordre  passant  par  ces  points,  et  exprimer  que  l'équa- 
tion générale  des  quadriques  passant  par  les  points  communs 
à  ces  six  surfaces  représente  une  sphère;  on  peut  aussi  cher- 
cher seulement  trois  quadriques  ayant  leurs  plans  principaux 
parallèles  à  ceux  du  paraboloïde  et  passant  par  ces  points. 

Le  paraboloïde 

P       9 
•est  l'une  de  ces  quadriques.  Pour  en  avoir  deux  autres,  nous 
remarquons  que  les  coordonnées  des  points  B,  C,  D,  E   véri- 
fient les  équations 

y  * 

d'où  l'on  tire,  en  multipliant  l'équation  du  paraboloïde  par 
■a: — a    et  en  remplaçant, 

•ou 

2ar2  +  if  -\-z-  —  27a;  —?y  —  '[z  =  0. 

En  remplaçant      y  —  y^     et    z  —  z^     par  leurs  valeurs  dans 
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l'équation  du  paraboloïde  mise  sous  la  forme 

puis  en  divisant  par    x  —  x^,     qui  correspond  au  point  A,  il 
vient 

?/?/o(?/  H-  Vq)        ZZo(^  +  Zq)        g  _  q 

L'équation  de  la  sphère  S  est 
2x»V  y^  +  z^  -  2ax  —  Py  -  YZ  +  X  ^^V  ^  -  2a^y 

X  et  (X  étant  donnés  par  les  relations 

2  =  1^^  +  ^=1-^^  +  ^. 

P    p'^  q     q^ 

Les  valeurs  àe  X  et  do  [x  sont  ; 

X  =  /î  +  ^+a^o  — *»  ' 

_pqh^ 
yoh  ' 

et  l'équation  de  la  sphère  S  s'écrit 

x'+xf  +  z'-{p-^q-^x,)x-(p-h^-^)l 

V^     qyj^     y  oh 

2"  En  éliminant  a,  ?,  y  entre  les  équations 


'  = 

8  +  ^'^^», 
Ph 

4z 

=  Y-f 

qyo 

a^o 

yo)_ 

^0 

h) 

on  voit  que  le  lieu  des  centres  est  la  droite  d'intersection  des^ 
deux  plans 
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puh  -  Q'^yo  =  0- 

Les  équations  de  la  parallèle  à  PI,  menée  par  Torigine,  son  ' 

X        _      y      __  ____L_  • 

•1  "       4pZo        4        49?/o       ^ 

CCS  équations  donnent 

X  Py  '72  ^  _  9^ 

2 y,,       ^        Zq       ^  ]/o £o^ 

p-i-q -[-x,—  ^2x^  <jj_'Sp^~' pl_Sqj        Hg—P)' 
^■0  ?/o  î/o  ^0 

ou 

2  ^         ?/o        ^  _2 j^  ^  jA^ Zo_ . 

^_p  +  ?^     vï_3^     '^{9-p)     Kq-pY 

Vo  h  Vo 

on  voit  que  la  droite   PI   reste  parallèle  au  plan  ayant  pour 
équation 

?/o  h 

La  droite  PI  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  fixe 
et  en  s'appuyant  sur  deux  droites,  la  normale  en  A  et  le  lieu 
des  centres  ;  cette  droite  engendre  donc  un  paraboloïde  hyper- 
bolique. 


60.  D'un  point  donné  P  on  mène  les  normales  à  un  ellipsoïde 
donné  : 

i'^  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ces  six  normales  on  peut 
faire  jjasser  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S  concen- 
triques à  l'ellipsoïde  ; 

2°  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  poitit  P  pour  que  les 
surfaces  S  soient  de  révolution; 

3°  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  S; 

4°  Sur  la  section  de  ce  cône,  par  un  plan  perpendiculaire  à 
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Vaxe  mineur  de  L'ellipsoïde,  indiquer  les  points  par  lesquels  passe 

l'axe  de  révolution  quand  la  surface   S  est  un  ellipsoïde,    un 

Jn/perboloïde  à  une  ou  deux  nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un 

ii/stème  de  deux  plans  parallèles. 
''  {Agrégation,  1883.) 

1°  Soient  a,  p,  y  les  coordonnées  du  point  P;  les  coordonnées 
du  pied  de  l'une  quelconque  des  normales  menées  par  ce  point 
à  l'ellipsoïde 


^1                    y2                   22 

a^~^b'^  c' 

-1=0 

vériiient  les  équatio 

ns 

- 

0( 

—  X        3  —  y 
X               y 
a'-              //' 

Y  — 3 

<iui  peuvent  i 

s'écrire 

{b'- 

-c^)yz  H-  c^yy  - 

-  b'^z  ^ 

0, 

(6-2- 

—  a^zx  -f-a^as- 

-C'-{X  = 

0, 

{a^- 

-b^]xy+b'^x- 

—  a^oLy  = 

=  0. 

En  multipliant  ces  équations  respectivement  par  a^a,  b^^,  c'y, 
et  en  ajoutant  les  résultats,  en  obtient  l'équation 

(i-aib^  —  c-)ijz  4-  b^^{c-  —  a2)za?-Hc2y(a2 _  ^2)^^  ^  q, 

qui  représente  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  passant 
■»ar  les  pieds  des  six  normales  issues  du  point  P. 

L'équation  générale  des  surfaces- du  second  ordre  S  passant 
par  les  pieds  de  ces  normales  et  concentriques  à  l'ellipsoïde 
est 

^2  -+-  $  -+-  'l  -  1  -^  2à(Bj/s  4-  B'zx  +  B"xy)  =  0, 
en  posant 

B  =  aH{b''  —  c-),  B'  =  6-p(c2  — a^),  B"  =  c^-f{n^  —  b^). 

2°  Pour  que  les  surfaces  S  soient  de  révolution,  il  faut  que 
l'on  ait 

1        ,  BB"_    1  l'.'iJ  __    \  BB' 

■^  ~  ^  IT  ~  "P  ~  ^  "b^   "  ^  "■  ^  IF  ' 
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ou 


ou  encore 
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a» 

B'^ 

B^ 

a' 

B'« 

B»- 

B"- 

-B"« 

B'' 

2 

B" 

(1)       5!(B'2_B"^)-h^(B"2-B^)4-^(B»-B")-0. 

En  remplaçant  B,  B',  B"  par  leurs  valeurs,  on  trouve,  pour 
le  lieM  du  point  P, 

^Y-  Y*^^  «^?'   ■     _  p> 

a^b^'  _  c^)  "^  6-^(c2  —  a^.)  "^  c^(a2  _  ^2)  -  ^• 

Ce  lieu  est  un  cône  du  quatrième  ordre  symétrique  par  rap- 
port aux  plans  coordonnés  et  passant  par  les  axes.  Les  poinis 
sur  les  axes  correspondent  au  cas  où  deux  des  coefficients  B, 
B',  B"  sont  nuls. 

3°  Les  équations  de  l'axe  de  révolution  d'une  surface  S  sont 

Ba;  =  B'y  =  B"z, 

et,   en  remplaçant,  dans  l'équation   (1),    B,  B',  B"   par  les 
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valeurs  proportionnelles  —,—■,-,    on  a 
X     y     z 

ou 

a\b^^c')x^-i-b\c^  —  a')rf-h4;%a'—b')z'  =  0. 

Ce  lieu  est  un  cône  du  second  ordre  qui  est  réel  parce  que 
les  coefficients  de  a?^,  y^,  z*  n'ont  pas  le  môme  signe. 

A"  La  section  de  ce  cône  par  le  plan 

I  z  =  h 

'  est  l'hyperbole  ayant  pour  équation 

i2(a2_c»)    ,      a^fb^  —  c'-) 

En  supposant  que  Ton  ait    a^  b  ^  c,     cette  hyperbole 
admet  l'axe  des  y  pour  axe  transverse. 
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Pour  indiquer  les  points  par  lesquels  passe  l'axe  de  révolu- 
lion  lorsque  la  surface  S  a  un  genre  déterminé,  il  faut  cal- 
culer les  racines  de  l'équation  en  S. 

On  a 

1       XB'B"       i       XBB" 

Si 


^'-  a'         B          b' 

B' 

B^- 

B'»          1           1         y'      x' 
b'        a^x'      bhf       a'      b' 
B'2  ~      1        1      "xf  —  x^ 

1/2         x^ 

i        1        1       ,^~6"* 

-4-       -t-            2 

(^.^ 

-^^y-i^^-l^?}'"' 

S,  = 


î/2  — a;2 

Les  lignes  séparatrices  sont  des  droites  passant  par  l'ori- 
gine, et  les  coeffic}3nts  angulaires  positifs  de  ces  droites  et  des 
asymptotes  sont 


1, 


^    /  a'      h^      e  4    /c^      6' 

V  T7i~i'     V  tu: 


Ces  coefficients  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur  décrois- 

MOSN.   —  m  -,  f^ 
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1       1 


santé  lorsqu'on  suppose  la  somme    —  H-t^ i     positive,  et 

les  deux  derniers  changent  de  place  lorsqu'on  suppose  cette 
somme  négative. 

Si  l'on  appelle  A  le  sommet  de  l'hyperbole,  situé  sur  0?/, 
et  B,  C,  D  les  points  oii  les  lignes  séparatrices,  situées  dans 
l'angle  xOy,  coupent  l'hyperbole,  on  peut  faire  le  tableau 
suivant  : 


Position 
du  point 

Racines  de 
l'équation  en  S 

Nature  de  la  surface 

de  A  à  B 

Si>0, 

S3>G 

Ellipsoïde. 

en  B 

Si  =0-, 

S3>0 

Plans  parallèles. 

de  B  à  C 

s.  <0, 

S3>0 

Hyperb.  à  deux  nappes. 

en  G 

Si    =00, 

83=^00 

Cône. 

de  C  à  D 

Si>0, 

S3<0 

Hyperb.  à  une  nappe. 

en  D 

Si>  0, 

S3  =  0 

Cylindre. 

de  D  à  00 

Si>0, 

S3>0 

Ellipsoïde. 

Lorsque  l'expression 


est  nulle,  le  point  D  est 


1      1_1 

rejeté  à  l'infini,  et  lorsqu'elle  est  négative,  ce  point  est  imagi- 
naire. Le  tableau  correspondant  se  déduit  du  précédent  en 
supprimant  les  deux  dernières  lignes. 


CHAPITRE    VIT 
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R  É  s  U  M  É 


1.  Les  scclions  planes  d'une  quadrique  sont  des  coniques.  Ces  coniques  sont  drt 

niomc  genre  que  leurs  projections  sur  les  plans  de  coordonnées. 

2.  Les  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  parallèles  sont  des  coniques  lionio- 

lli(Hiques. 

3.  Sections  circulaires.  Il  y  a  trois  systèmes  de  plans  qui  coupent  l'ellipsoïde, 

les  hyperboloïdes  et  le  pai-aboloïde  elliptique  suivant  des  cercles  ;  ces 
plans  sont  perpendiculaires  aux  plans  principaux,  et  un  seul  système  est 
réel. 

4.  On  obtient  les  plans  cycliques  en   écrivant  que  l'intersection  de  la  quadrique 

et  d'une  sphère  se  compose  de  deux  courbes  planes,  ou  que  l'on  a 

o  —  S'.r2  4-  y^  -4-  z')  =  PQ. 

5.  Dans  l'ellipsoïde  les  plans  cycliques  réejs  passant  par  ie  centre  ont  pour  équa- 
♦  tion 


(^-^.y-a.-^.y- ■ 


Dans  l'hyperboloïdc  à   une  nappe  les  plans  cycliques  sont  parallèles  au  plus 

grand  axe  de  l'ellipse  de  gorge. 
Dans  l'hyperboloïdc  à  deux  nappes  les  plans  cycliques  sont  parallèles  au  plus 

grand  axe  imaginaire. 
Dans  le  paraboloïde  elliptique  les  plans  cycliques  sont  parallèles  à  la  tangente 

au  sommet  de  la  parabole  de  plus  grand  paramètre. 
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6.  Les  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  aux  plans  cycliques  sont 
des  ombilics. 
L'ellipsoïde  et  rhyperbolctde  à  deux  nappes  ont  quatre  ombilics  réels  ;  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  n'a  pas  d'ombilic  réel,  et  le  paraboloïde  elliptique 
a  deux  ombilics  réels. 


7.  Génératrices  rectilignes.  Pour  trouver  les  droites  situées  sur  une  surface  on 
peut  remplacer  x,  y  par  mz  +  n,  pz  4-  q,  et  écrire  que  l'équation 
obtenue  devient  une  identité. 

Les  surfaces  du  second  ordre  admettent  une  infinité  de  génératrices  recti- 
lignes réelles  ou  imaginaires. 

Les  surfaces  du  troisième  ordre  en  admettent  un  nombre  limité,  et  les  sur- 
faces d'ordre  supérieur  n'en  admettent  généralement  pas. 


8.  Les  génératrices  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  à  ses  axes  ont  pour 
équations 


l  6      c       X  \       a/  {  b      c 

I  =  i  cos  cp  rp  siû  <?, 


/    -  =  -  sin  cp  ±  C08  «p. 

{    b        c         '  ^ 


9.  Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  Thyperboloïde 

PQ=RS 

ont  pour  équations 

P  =  >.R ,  (    P  =  fiS, 

>.Q=S,  \    1x0  =  R. 

10.  Par  chaque  point  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  il  passe  une  génératrice  de 

chaque  système. 
Deux  génératrices  d'un  même  système  ne  sont  pas  dans  le  même  plan  et 
deux  génératrices  de  systèmes  différents  sont  dans  un  même  plan, 

11.  Les  génératrices  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  sont  parallèles  aux  généra- 

trices du  cône  asymptote,  c'est-à-dire  au  cône  formé  par  les  droites  qui 
■V)upent  la  surface  en  deux  points  rejetés  à  l'infini. 

12.  L'hyperboloïde  à  une  nappe  peut  être  engendré  par  une  droite  qui  se  mcul 

en  s'appuyant  sur  trois  droites  fixes  non  parallèles  à  un  même  plan. 


SECTIONS    PLANES  ET    GÉNÉRATRICES    RECTILIGNES  133 

13.  Les  équations  des  génératrices  du  paraboloïde  hyperbolique  sont 


(G) 


s/p       )/q        '^'                        ^       \I<1 

_  1 

[y  =  mx^I^^, 

1— \/f("-â)- 

14.  Par  chaque  point  du  paraboloïde  hyperbolique  il  passa  una  génératrice  de 

chaque  système.  Deux  génératrices  d'un  même  système  ne  sont  pas  dans 
le  môme  plan  et  deux  génératrices  de  systèmes  différents  sont  dans  le 
même  plan. 

15.  Le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  engendré  par  une  droite  qui  se  meut 

en  s' appuyant  sur  trois  droites  parallèles  à  un  même  plan. 


61.  Étant  donné  un  kyperboloïde  à  une  nappe,  on  demande  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  communes  à  une  génératrice 
fixe  et  à  une  génératrice  mobile  du  même  système» 


Soient 


—  =  —  cos  a  —  sin  a, 

a         c 

4-  =  —  sin  a  +  cos  a 
b         c 


les  équations  de  la  génératrice  fixe  et 


—  =  —  cos  ©  —  sin  p, 
a         c 


y         z     . 

-^  =  —  s\r\  p  -h  COS  «p 
b         c 


celles  de  la  génératrice  mobile. 
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Le  plan  mené  par  l'origine  parallèlement  à  ces  deux  généra- 
trices a  pour  équation 


X  y        z 

a  cos  a     é  sin  a     c 

a  cos  cp     b  sin  ^    c 


=  0, 


ou 

X                                   y                                    z 
—  (sin  a —  sin  9)  H-  4*  (cos  o —  cos  a)  h sin  (a  —  a)  =  0. 

a  ^  ^'        b  '  ^       c  '         ' 

Le  plan  perpendiculaire  mené  par  la  génératrice  fixe  a  pour 
équation 


cos  a  4-  SI 

a        c 


avec  la  condition 


n  a  -h  X  { sin  a  —  cos  a  )  =  0, 

\b       c  y         ' 


—  (sin  a — sincp)4-  — (coscf — cos  a) ^sin(cf— a)[cosa-i-Xsina]=0, 


ou  simplement 


-  (sin  a- 


-r Sin  a  —  cos  a  j  —  —  (cos  ç  —  COS  a) 


COS  a-f-sin  a 

n      c 


—  sin;9  — a)    T  COSa sina  — 

c^  \b  a 


0. 


Le  lieu  cherché  esta  l'intersection  de  l'hyperboloïde  et  de  la 
surface  définiepar  l'équation  qui  s'obtient  en  éliminant  cp  entre 
l'équation  précédente  elles  équations  de  la  génératrice  mobile. 

En  tenant  compte  des  équations  de  la  génératrice,  l'équation 
précédente  devient 

--  (sin  a  —  sin  o)  -  (sin  o  —  sin  a)  4-  cos  <p  —  cos  a 

—  —  (cos  cp  —  cos  a;   -  (cos  o  —  cos  a)  —  (sin  ç)  —  sin  a) 

^      ■     /  nT^     .      ,  ^        ^    .       o  —  a-1 

sin  {'I)  —  a)  -  sin   cp  —  a)  —  2  sin^  ~ =  0, 

c^        ^^        'le  ^        '  2    J 


cf,  en  divisant  par    4  sin^ 


cette  équation  devient 
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r_ sin:^j 

(z     .      'f-Ha  ?  +  a\ 


—  cos  ■^— —    -  cos 
a-  2      \c 


1      .      a)-+-a/Z     .      cpH-a 


1  ©  —  a/z  œ  —  a  .'-&  — 

^  '"'  -2-  lé  '"'      2 sin  -^  )  =.  0, 


H-  -  [-  COS  (ç  —  a)  —  sin  (cp  -  ajj   ^  0, 


OU  encore 


Le  lieu  est  donc  l'intersection  de  l'hyperboloïde  av€c  le  plan 
qui  a  pour  équation 


("-  cos  a  4-T  sin  a  ) 
\a  h  J 

îrbol 

/l        1    ,    4\  a;  /       1         1        1\  V    . 

1        1        1\  z       ^ 


62.    Trouver  les  droites  situées  sur   la  surface   qui    a    pour 
équation 

x3  _,_  y3  _^  2^  =  a^  ; 

étudier  les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  passant 
par  l'une  de  ces  droites. 

{École  Polytechnique,  1855,  i"  série.) 

Une  droite  ayant  pour  équations 

!y  =z  mx  H-  «, 
z  r=  px  -f-  q 
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se  trouve  sur  la  surface  donnée,  lorsque  l'équation 

{l-hm^-irp^)x^-\-dim^n+p^q)x^-{-3{mn^-^jjq-)x-hn^+q^—a^  =  0 
a  tous  ses  coefficients  nuls,  ou  lorsqu'on  a 

,'  m^-hjo^  =  —  1, 

\   ni^n  =  —  p^Q, 

(1) 

/nn2  =  — pq^, 

^3  _|_  ç8    __   ^8^ 

Si  les  coefficients  m,  n,  /;,  q   étaient  tous  différents  de  zéro, 
on  aurait 

m  __  p       ^  /ni'^  4-  p^  _  —  1 
n        q        ^    n^  -i-  q^  a 

et,  par  suite, 

—  am^  —  «//^  =  0, 
ce  qui  est  impossible. 

Supposons  que  l'un  des  coefficients  soit  nul,  et  que  l'on  ait 
p  =  0,     Les  relations  (1)  donnent  alors 

m  = — 1,  n=0,  q  =  a. 

La  droite  correspondante  a  pour  équations 

y  =  —x^ 

z  =  a. 

De  même,  en  supposant    7=0,     on  obtient  la  droite  qui  a 
pour  équations 

z  =  —  X, 

ij  =  a. 
Par  raison  de  symétrie,  la  droite  ayant  pour  équations 

y  =  -z, 


fait  aussi  partie  de  la  surface. 

On  peut  tracer  seulement  trois  droites  réelles  sur  la  surface, 
et  les  équations  de  ces  droites  peuvent  s'obtenir  en  mettant  les 
équations  de  la  surface  sous  les  formes  suivantes  : 
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[x  -+-  y)[x'  —  xy^y^)  =  {a  —  z){a'  -haz-h  z^), 
{y  H-  2)(î/*  —  î/2  -f-  2^)  =  (a  —  x){a^  -h  ax  +  x^), 
{x  -f-  y)ix^-  —  xy  +  y')  =  {a  —  y){a^  -h  ay  +  ^/). 
Pour  étudier  les  sections  faites  par  des  plans  passant  par  la 
première  de  ces  droites,  nous  transportons  l'origine  au  point 
(0,  0,  a)  et  nous  faisons  tourner  les  axes  des  x   et  des  y  de 
45°  ;  l'équation  de  la  surface  devient 

{x^--^Sy^')x-h{z^  +  3az-h3a^)z\/2  =  0. 

L'équation  de  la  section  par  un  plan  mené  par  la  droite 
[x  =  0,  z  =  0)  et  faisant  l'angle  a  avec  le  plan  des  xy 
s'obtient  en  remplaçant  a;  et  z  par  a?  cos  a  et  a?  sin  a,  ce  qui 
donne 

[x^ cos-  (x-i-3y^)x  cos  oL--\- {x^ sin^  oL -^3ax sin  <x-\-3a^)x\/^ sin oi.  =  Oy 
ou,  en  divisant  par  x, 

x^-  cos^  a  +  3^-  -F  {x^-  sin^  a  h-  3ax  sin  a  +  3a^)\/^  tg  a  =  0. 

La  section  se  compose  de  la  droite  et  d'une  conique  qui  a  ses 
axes  parallèles  aux  nouveaux  axes  de  coordonnées.  Cette  co- 
nique est  une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole  suivant 
que  la  quantité     1h-v/2  tg*  a    est  positive,  négative,  ou  nulle. 

63.  Trouver  le  lieu  d'une  droite  s' appuyant  sur  un  cercle  et  sur 
deux  droites  fixes  gui  rencontrent  le  cercle. 

Dans  quel  cas  les  plans  qui  passent  par  une  génératrice  et  par 
les  deux  droites  fixes  sont-ils  constamment  rectangulaires'^  Trou- 
ver dans  ce  cas  les  secondes  sections  circulaires  de  la  surface. 

{Agrégation,  1863.) 

Prenons  pour  axes  la  corde  qui  joint  les  points  A  et  B  où 
les  droites  coupent  le  cercle,  le  diamètre  perpendiculaire  et  la 
perpendiculaire  menée  par  le  milieu  de  AB  au  plan  du  cercle. 

L'équation  du  cercle,  dans  le  plan  xOy,  est 
x'^-^xf—9by  —  a^  —  0; 
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les  équations  des  droites  ûxes  sont 

X  —  a  =  Iz^  y  =  tnz, 

et 

x-h  a  =:  l'z,  y  =  m'z. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  s'appuyant  sur  les 
deux  précédentes  sont 

(    X  —  a  —  lz-{-'^(y  —  mz)  =  0, 
(1)  u  J  ^ 

{    X -h  a  —  l'z  +  ix{y  —  m'z}=0. 

Le  point  oii  cette  droite  coupe  le  plan  des  xy  a  pour  coor- 
données 

X  =  — ^^ »  y  = 1  z  =  0, 

l  —  ^  ■'  À  —  a 

et  pour  que  ce  point  se  trouve  sur  le  cercle,  il  faut  que  l'on 
ait 

a(kix-i-l)  —  b{'k  —  iJ.)  ^  0. 

L'équation  du  lieu  cherché  est  donc 

-a[{x  —  a  —  /z){x  +  a  —  l'z)  -h  (y  —  ws)(?/  —  m'z)] 

==  b[{x~{-a  —  l'z){y  —  mz)  —  (x  —  a  —  lz){y  —  m'z)]. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre  passant  par  le  cercle 
et  par  les  droites  fixes  données. 

Les  plans  qui  passent  par  une  génératrice  et  par  les  deux 
droites  fixes  sont  définis  par  les  équations  (1),  et  ces  plans  sont 
perpendiculaires  quand  on  a 

i  -r-  X.ji  +  (/  -h  Xm)(/'  +  ixm')  =  0, 
*t,  par  suite, 

1  -t-  //'  l  -+-  mm'        hn'        l'm 

a  a              ~  h          h 
On  tire  de  là 

//'  =  mm'  et             Im'  =  — ml\ 

«tj  si  l'on  suppose  /  et  m  non  nuls,  il  en  résulte  la  relation 

P^m'^  -0; 
donc  on  a 

/'  =  0,        m'  =0  et  h  =^0. 
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Par  conséquent  les  plans  considérés  ne  sont  constamment 
perpendiculaires  que  si  l'une  des  droites  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  circonférence  et  si  les  deux  droites  passent  par  les 
extrémités  d'un  diamètre  du  cercle. 

Dans  ce  cas,  l'équation  du  lieu  devient 

{x  —  a  ^h){x  -ha)-\-y{y  —  mz)  =  0, 
ou 

x^  -f-  y^ —  Izx  —  mzy  —  laz  —  a'  =  0. 

Cette  équation  décomposée  en  carrés  est 

•  -^  ^       l^-\-m^  ^^  P-\-vi' 

Donc  le  lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  si  m  n'est  pas 
nul,  un  cône  si  m  est  nul,  /  ne  l'étant  pas,  et  un  cylindre 
droit  si  /  et  m  sont  nuls. 

On  obtient  facilement  les  sections  circulaires  de  cette  sur- 
face en  se  rappelait  que  les  sections  circulaires  d'une  surface 
du  second  ordre  sont  toujours  sur  une  même  sphère. 

L'équation  d'une  sphère  quelconque  passant  par  le  cercle 

donné  est 

x'-hy^-^z-^-^z-a'  =  0, 

et,  si  l'on  retranche  cette  équation  de  celle  de  la  surface  et  que 
l'on  divise  ensuite  la  différence  par  z,  il  vient 

Ix  H-  my  -hz^ma  —  2A  =  0  ; 

donc  les  plans  des  sections  circulaires  sont  parallèles  au  plan 
du  cercle  donné  ou  au  plan  ayant  pour  équation 

Ix  -h  mrj  -+-  z  =  0, 

c'est-à-dire  au  plan  perpendiculaire  à  la  première  droite. 

Par  conséquent,  les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  des 
cercles  sont  perpendiculaires  à  l'une  des  deux  droites  données. 


64.  litant  donné  un  pai^allélépipède,  on  considère  trois  arêtes 
qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune  et  les  deux  sommets  non  situés 
sur  ces  trois  arêtes. 
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1°  Trouver  Véquation  du  lieu  d'une  conique  passant  par  ces 
deux  points  et  s'apputjant  sur  les  trois  arêtes. 

2"  Chercher  les  droites  réelles  situées  sur  la  surface  engendrée 
par  cette  conique. 

3"  Étudier  la  forme  des  sections  faites  dans  la  surface  par 
des  plans  parallèles  à  Vune  des  faces  du  parallélépipède. 

(Concours  çiénéral,  1876.) 


1°  Prenons  pour  origine  le  centre  du  parallélépipède  et 
pour  axes  les  parallèles  aux  arêtes  ;  si  les  coordonnées  des 
points  P,  P',  non  situés  sur  les  arêtes  données,  sont  (a,  b,  c), 
(—  a,     —  6,    —  c),    les  équations  des  arêtes  sont 


AA' 


z  =  —c. 


BB' 


—  a. 


œ 


X  =  a^ 
y  =  -b. 


L'équation  d'un  plan  quelconque 
passant  par  les  points  P,  P',  c'est- 
à-dire  par  la  droite  PP',  est 


X  r^ 


=  0. 


Les  points  Ai,  Bi,  Cj  où  ce  plan 
coupe  les  arêtes  données  et  les 
points  P,  P'  se  projettent  sur  le 
plan  xOy,  parallèlement  à  Oz,  en 
des  points  dont  les  coordonnées  sont 


X  =  —  a{2\+l) 
y  =  b, 


B'r 


,  (Xh-2) 


X  =  a 


y  =  b, 


P'i 


—  a 

—  b. 


Une  conique  passant  par  les  points  Pj,   Pj,  C;  a  une  équa- 
tion de  la  forme 

{x  —  a){x-^a)-irl{x  —  a){y-^b)-\-m[y-^-b){y  —  b)  =  0; 
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celte  conique  passe  par  les  points  A;,  B'i  si  l'on  a 

donc  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  points  Ai,  B',,  CJ, 
Pi,  P,  est 

L'équation  du  lieu  engendré  par  la  conique  considérée  s'ob- 
tient en  éliminant  X  entre  la  précédente  et  celle  du  plan  ;  on 
trouve 

(S-)(l-^)'-^')(f-)e-7)(f--.) 

2"  Cette  équation  peut  s'écrire 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  les  droites  PA,  PB,  PC,  P'A', 
P'B',  P'C,  AA',  BB',  ce  sont  des  génératrices  simples  delà  sur- 
face et  que  la  droite  PP'  est  une  génératrice  double. 

On  voit  aussi  que  les  points  P  et  P'  sont  triples  et  que  les 
seules  génératrices  de  la  surface  qui  passent  par  le  point  P 
sont  les  droites  PA,  PB,  PC,  PP'.  D'après  cela,  si  l'on  faij^ 
passer  un  plan  par  le  point  P  et  une  génératrice  de  la  surface, 
la  section  doit  se  composer  d'une  droite  et  d'une  cubique 
ayant  un  point  triple  P,  c'est-à-dire  de  la  génératrice  et  de 
trois  droites  passant  par  le  point  P  ;  la  section  doit  contenir 
la  droite  double  PP'  et  l'une  des  arêtes  PA,  PB,  PC  ;  donc  les 
génératrices  qui  ne  passent  pas  par  le  point  P  ne  peuvent  être 
que  les  arêtes  données  et  les  droites  P'A',  P'B',  P'C.  Ainsi, 
les  seules  génératrices  réelles  de  la  surface  sont  la  diago- 
nale PF,  qui  est  double,  et  les  arêtes  non  opposées  aux  arêtes 
données. 

On  arrive  au  même  résultat  par  le  calcul.  En  portant  les 


142  SECTIONS    PLANES    ET    GÉNÉRATRICES    RECTILIGNES 

valeurs  de  x  et  y,  tirées  des  formules 

X  z 

-  =  m  --h  », 

a  c 

y  z 

b  c 

dans  l'équation  de  la  surface,  et  en  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  l'équation  en  z  ainsi  obtenue,  on  a  cinq  équations 
d'où  l'on  tire  m,  n,  p  et  q. 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  z*,  on  a 

m-{p- — jo  +  l)  —  m{p^ -[- p) -{- p^  =  0, 
d'oii 


donc  on  a 


p±p^—'S{p  —  l] 
0     et     m  =  0, 


p  =  \     et     m  =  1. 

Pour  m  —  1,  jo  =  1,  on  trouve  n  —  Q  et  ^  =  0  ; 
on  obtient  ainsi  la  diagonale  PP'. 

Pour  m  =  0,  p  =  0,  on  trouve  n  =  i  et  7  =  J, 
ou  n=i  et  g=  —  1,  ou  encore  n  =  — 1  et  q  =  —\; 
on  obtient  ainsi  les  arêtes  PA,  CC,  P'B'. 

Ce  calcul  nous  donne  toutes  les  génératrices  qui  ne  sont  pas 
parallèles  au  plan  des  xy.  Par  raison  de  symétrie,  les  antres 
génératrices  sont  PB,  AA',  P'C  et  PC,  BB',  P'A'. 

3°  Considérons  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan 
des  xy,  ayant  pour  équation  z  =  ch.  L'équation  de  la  sec- 
tion est 

('-<f-)a-*)(!-:)-(fî-')(-:-^y-- 

En  transportant  l'origine  au  point  où  le  plan  de  la  section 
coupe  la  diagonale  PP',  cette  équation  devient 
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La  courbe  cherchée  admet  la  nouvelle  origine  pour  point 
double  isolé,  et  elle  passe  par  les  points  situés  à  l'intersection 
des  droites 

a  ha 

avec  les  droites 

y  -^  ôh  -h  b  =  0,  y  -{-bh  —  b  =  O. 

Les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des   y  ont  pour  équation 

a^  'a 

elles  ne  sont  réelles  que  pour  h  compris  entre     —  1  et    -• 

De  même,  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  x  ont 
pour  équation 

7^+(A  — 1)|+A^  — 1  =  0; 
b-  '  b 

5 

elles  ne  sont  réelles  que  pour  h  compris  entre et  1. 

o 

Par  conséquent,  les  quatre  asymptotes  sont  réelles  pour  h 
compris  entre     —  1     et     -h  1,      deux  sont  réelles  et  deux 

5 
sont  imaginaires  pour  h  compris  entre et     — 1     ou 

u 

5 

entre  1  et  -,  et  les  quatre  asymptotes  sont  imaginaires  pour 

5  5 

h  non  compris  entre et    H 

o  o 

Construisons,  par  exemple,  la  section  par  le  plan  des  xy. 
L'équalion  de  cette  section  peut  s'écrire 


hHl-DM 


les  équations  des  asymptotes  sont 


X 

—  Idzv'S 

y 

4d=v/5 

a 

2 

b' 

2 
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enfin  la  courbe  n'a  pas  de  points  à  l'intérieur  des  droites 
X       3 


^->- 


b  h 


y 


=  i, 


et  elle  touche  ces  droites  aux  points  dont  les  coordonnéee 


sont     (|a,     3è),     (-a,    -6),     (-3a,     -|*)'     K    *)• 
Cette  courbe  a  donc  la  forme  indiquée. 

La  courbe  a  quatre  branches  infinies  tant  qi  e  «  reste  com- 
pris entre   —  c    et   -\-c;    elle  n'a  plus  que  deu^  branches  inû- 
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5  5 

nies,  si  z  est  compris  entre    — -c    et    —  c    ou  entre  c  et -c  ; 

o  o 

enfin  la  courbe  est  ferniée  lorsque  z  n'est  pas  compris  entre 

5  5 

—  -c    et    -+-  -c. 

o  o 


65.  Etant  donné  un  parabololde  hyperbolique^  on  con'<idère 
une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B 
du  même  système  qui  est  perpendiculaire  à  la  première  ;  par  les 
points  a  et  h  où  ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpendi- 
culaire commune  passent  deux  génératrices  rectilig nés  A'  et  B' 
(le  Vautre  système;  soiefit  a'  et  h'  les  points  où,  les  deux  droites 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  Itur  perpendiculaire  commune. 

i°  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b,  et  celui  des  points  a'  et 
b',  quand  la  droite  A  décrit  le  parabololde. 

2"  Trouver  le  lieu  du  pouit  de  rencontre  des  droites  A  et  B', 
ou  A'  et  B. 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpen- 
diculaires communes,  et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 

(École  Normale,  iSSO.) 

Première  solutiom.  —  1°  Soit 

p        q 

l'équation  du  paraboloïde  ;  les  équations  des  génératrices  A 
et  B  sont 


[  J^-4__i_ 

)    ^Y       yj~q 

=  », 

\    s/p        si  q 

_  2a; 

a 

l  /--  ,- 

=  h 

,,)'>'  P        ^9 

"     JL._J. 

_-2x 

ijp         s/  q 

'^ 
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Ces  gé^^ératrices  sont  perpendiculaires  si  l'on  a 
p  -h  q  -h  OL^  =  0. 
L'équation  d'un  plan  passant  par  la  génératrice  A, est 


et  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  directeur  des  généra- 
trices A  et  B  si  l'on  a 

p  <I 

ou 

p  —  q 

L'équation  du  plan  passant  parla  génératrice  A  et  la  per- 
pendiculaire commune  ab  est 

y^~p—  -v/T—  '/)  4-  q) ~  a  =  0; 

l'équation  du  plan  passant  par  la  génératrice  B  et  par  ab  est, 
de  môme, 

y^J—  Z  fq—  {p  -r-  q)  |  -  tJ!  ^  =  () . 

En  retranchant  les  deux  équations  précédentes,  il  vient 

(p  +  q)x  '-il  -  ^lll^  (a  -  P)  =.  (), 

OU,  en  remplaçant  a|3  par     — ip-'^Q)     et  divisant  par     :: — p. 

P  —  '7 
X  -h  ^—-^  =  0 . 

Cette  équation  représente  le  lieu  engendré  par  la  droite  au, 
et  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  paraboloïde  représente  le 
lieu  des  points  a  et  è  ;  ainsi  le  lieu  des  points  a  et  b  est 
l'hyperbole  ayant  pour  équations 

P  —  7       A              ?/-      ^^ 
x-i-i-—^  =  0, =  q  —  p. 

2  -  P       9 
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La  génératrice  A'  a  pour  équations 

!    y        ^        -^ 
)  fp      \l~q       *'  ' 

l    yjp         sj  q 

avec  la  condition 

aa'  =  q  —  jo, 

qui  exprime  qu'elle  passe  par  le  point  a. 
Cette  condition  exprime  aussi  que  les  génératrices  A  et  A' 
"Ht  perpendiculaires. 

lia  génératrice  B'  a  des  équations  analogues  où  '^'  rem- 
place a',  ot  l'on  a 

}^  =  q-p- 
On  peut  remarquer  que  l'on  a 

a^a'fi'  =  {q—p)2^ 
et,  par  suite, 

Les  plans  qui  définissent  la  droite    a'b'   ont  pour  équations 

y^rp-\-  Zy/T—  (p  -+-  q)  ^  —  tll  a'  =  0, 

y\/Y-^zfq-{p-hq)j,,—'^-^-^^'  =  0. 

En  retranchant  ces  deux  équations,  en  divisant  par  a'  —  p', 
et  en  remplaçant  ap'  par  sa  valeur,  on  obtient  l'équation  du 
lieu  delà  droite  a'b', 

%p-^qY 
Le  lieu  des  points   a',  h'  est  l'intersection  de  ce  plan  et  du 
paraboloïde. 
2"  Cherchons  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  eX  B'. 
On  a,  en  divisant  la  première  équation  (A)  par  la  seconde 
luatioH  (B'), 

v/?3      ^9  _  ^  _  p  —  g 
fp      fq 
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OU 

tj  Z       

p\rp  qf~q 


Le  lieu  cherché  est  à  l'intersection  de  ce  plan  et  du  parabo- 
loïde;  c'est  une  parabole. 

Cette  parabole  est  aussi  le  lieu  des  points  de  rencontre  dos 
droites  A'  etB. 

3°  Les  coordonnées  du  point  a  sont 
celles  du  point  b  sont 
et  l'on  a 

On  a  aussi 


[p-^qf  ^       ■ 

Le  rapport    —    est  égal  à    zt ;     ce  rapport  est  donc 

constant. 
Gomme  on  a 

(a  _  p)2  r=  (a  -f-  P)2  —  4aS  =  (a  -f-  ^)^  -f-  4(p  +  q), 

le  minimum  de     a— |3     est    ^\/p-\~q,     et  le  minimum  de  «^ 
est    ^s/pq- 
La  longueur  ab  varie  donc  de   2/p^  à    -t-oc,     et  la  Ion- 
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gueur  a'b'  varie,  en  même  temps,  de    2'——-\fpg    à    +00. 

Deuxième  solution.  —  1°  Prenons  pour  axe  des  x  l'axe  du 
paraboloïde,  pour  axe  des  y  la  génératrice  située  dans  le  plan 
directeur  parallèle  aux  génératrices  A  et  B,  et  pour  axe  des  z 
la  perpendiculaire  au  plan  xy. 

L'équation  du  paraboloïde  est 

z{my  -^nz)=x\ 
les  équations  des  génératrices  A,  B  sont 


my  -\-  nz  =  —  ;  my  -\-  nz  —  —' 

a  [  i^         • 

Ces  génératrices  sont  perpendiculaires  si  l'on  a 
m^ap  +  1=0, 
et  leur  plus  courte  distance  a  pour  équations 

X 

my  -hnct  —  —, 

my-hnp  =  -• 

Le  lieu  de  la  droite  ab  est  donc  le  plan  ayant  pour  équation 

—  a?  ,  n 

n  =  — —,  ou  X  =  — T- 

ap  m' 

Ce  plan  coupe  le  paraboloïde  donné  suivant  une  hyperbole 
qud  est  le  lieu  des  points  a  et  b. 

On  peut  remarquer  que  la  trace  du  plan  précédent  sur  le 
plan  directeur  est  la  directrice  de  la  parabole  ayant  pour  équa- 
tion 

mY  +  ^nx  =  0, 

c'est-à-dire  du  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  di- 
recteur considéré. 
On  peut  trouver  directement  ce  lieu  de  la  manière  suivante. 
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Les  génératrices  A,  B  se  projettent  sur  le  plan  directeur  cor- 
respondant suivant  deux  droites  perpendiculaires  et  tangentes 
à  la  parabole  de  contour  apparent;  le  lieu  de  la  trace  de  la 
droite  ab  sur  ce  plan  est  donc  la  directrice  de  cette  parabole, 
et  le  lieu  des  points  a,  b  est  l'hyperbole  située  à  l'intersection 
du  paraboloïde  et  du  plan  projetant  ah. 

Les  génératrices  A',  B'  ont  pour  équation 

!a'z  =  a? .  l    B'z  =  a? , 

(B') 
my  -t-  ??z  =  a'  ;  (    mxj  +  rîz  =  p  ; 

ces  droites  passent  respectivement  par  les  points  a'  el  //  -i 
l'on  a 

aa'  =  -!^  et  V^'  =  —,- 

La  plus  courte  distance  des  génératrices  A',  B'  est  définie  par 
les  équations 

my  H-  nz  —  a'  -f-  X  [x — a'z)  =  0, 
my  -\-nz  —  (3'  +  [jl  (rr  —  p'z)  =^  0, 

\  et  \i.  étant  donnés  par  les  relations 


Xa':= 

m^ 

^'      ^^^- 

m'  +  n' 

n 

En  retranchant 

ces 

équations,  on  a 

m 

'  +  "' 
n 

0, 

^  ""  m^m"^  -+-  n^) 

lisque  Ton  a 

-'P?'  =  ^- 

L'intersection  du  plan  engendré  par  a'h'  avec  le  paraboloïde 
est  une  hyperbole. 

2»  L'équation  du  heu  de  l'intersection  des  droites  A  et  B'  s'ob- 
tient en  éliminant  a  et  p'  entre  les  équations 
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\  '  \     P'2   -  ■'•, 

f    my  -j-  nz  =  —;  (    ??ij/  +  nz  ~  p  ; 


1-  _i^  :! 

Olî 

nz^-hx  =z  0. 
Le  lieu  cherché  se  projette  suivant  une  parabole  sur  le  plan 
xz  ,  et  suivant  la  parabole  de  contour  apparent  sur  le  plan  xy. 
3"  La  longueur  de  ab  est     a  —  P;     celle  de  a'b'  est 
1       1 


a'h' 
le  rapport    —r-    est  ép:al  à     , 

Comme  on  a 


[^  -  Pj   =  [^■ 

2 
le  minimum  de  ab  est    — ;    celui  de  a'b'  est 


m  nisj 


3.a_«» 


nis^ni'  -1-  n 


66.  1"  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (G)  étant  repré- 
sentées par  les  formules 

«7  9  2 

OÙ  t  désigne  un  paramètre  variable  et  a,  b,  c  sont  trois  constantes 
différentes,  on  considère  tous  les  segments  de  droite  dont  les  deux 
extrémités  sont  sur  la  courbe  (G)  et  on  demande  de  trouver  la  sur- 
face (S),  lieu  des  milieux  M  de  ces  cordes. 

2'  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (G)  et  ses 
trois  asymptotes. 

'i'^  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  cette  surface  correspond 
une  seule  corde  de  la  courbe  (G)  ayant  son  milieu  en  M.  Discuter 
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analyliquement  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites  tracées 
sur  la  surface  (S). 

A°  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy  où  doit  se  projeter  un 
point  M  de  la  surface  (S)  pour  que  la  corde  dont  ce  point  est  lemi- 
lieu  joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (C). 

5»  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la 
surface  (S). 

G"  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (C)  dont  les  milieux 

sont  sur  une  droite. 

{École  Normale,  J893.) 

1»  En  appelant  t',  t"  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  correspon- 
dent à  deux  points  M',  M"  de  la  courbe  (C),  les  coordonnées 
du  milieu  M  de  la  corde  M'M"  sont 

,.,11  11  11 

L'équation  du  lieu  du  point  M  s'obtient  en  éliminant  t'  et  t' 
entre  les  équations  (1),  ou  t't"  et    t'-ht"    entre  les  équations 

/  X .  t't"  —  {ax  -h  l)it'  -h  t")  -{-  a{ax  -^  ^)  =  0, 

(2)  I  y.t't"-{by  +  l){t'-ht")-\-b{by  +  ^)  =  0, 
[  z .  t't"  —  {cz  +  \){t'  -h  t")  -h  c{cz  -h  ^)  =  0; 

cette  équation  est 

X  ax-hi  a{ax-+-'2,) 

(3)  y  by-hl  biby  +  '-I)     ^0. 

z  cz  -\-  l  c(cz  +  2) 

Le  lieu  du  point  M  est  une  surface  (S)  du  troisième  ordre, 
qui  passe  par  l'origine  et  par  les  points  dont  les  coordonnées 


1      _1      _n  /_2      -2      -2> 

sont     ( ,    —j-,    et       >    —r 

a  b  cl  \    a  0 


^) 


2°  La  surface  (S)  contient  la  courbe  (G),  car  les  équations  (1) 
qui  définissent  la  surface  en  fonction  de  deux  paramètres 
variables  l' et  f  représentent  la  courbe  (C)  lorsqu'on  fait    l'  =  t". 


On 
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peut  aussi   le  voir  en  remplaçant  x,  y  et  z  par 


2                   2 
- — -     et     dans  l'équation  (3):  le  premier  membre  de- 

vient 


{t-a){t-h){t-c) 


2  t-^a  2al 
2  t-hb  '^bl 
2   t+c  Ici 


{t—a){t-b)[t-c) 


t  t-\-a  a 
t  t-i-b  b 
t  t-\-c  c 


La  surface  (S)  contient  aussi  les  asymptotes  de  la  courbe  fC); 
car  les  équations  de  l'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  x  sont 


y  = 


a  —  b 


et,  en  remplaçant  y  et  z  par  ces  valeurs,  le  premier  membre  de 
l'équation  (3)  devient 


{a-b){a-c) 


X  ax-\-{  ax-\-'2 
2     a+b     1b 
2     a-\-c      le 


{a-b){a-c) 


X  ax-hi  — ax 
2  a+ô  —2a' 
2     a-\-c   —  2A 


=0. 


On  voit  de  même  que  la  surface  (S)  contient  les»  deux  autres 
asymptotes  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z. 

3°  Soient  {x,y,z)  les  coordonnées  d'un  point  M;  les  deux 
premières  équations  (2)  donnent 


(4) 


^,^  _  b{ax ^  \){by  +  2)  —  a[by  -\-  i){ax 
x{by-i-i)  —  y[ax-}-l) 


t'+t" 


bx{by  4-  2)  —  ay{ax  h-  2) 
x{by-i-  l)~-y[ax-\-  1) 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation  (2),  on 
obtiendrait  l'équation  (3),  qui  est  vérifiée  par  hypothèse. 

On  peut  tirer  t'  et  t"  des  équations  (4),  ce  qui  permet  de  déter- 
miner les  points  M'  et  M".  Donc,  à  un  point  M  donné  correspond 
une  seule  corde  M'M"  ayant  son  milieu  en  M. 

Les  valeurs  de     f -{- 1'    et  de  t't'  sont  indéterminées  lors- 
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qu'on  a 

X       ax  -+- 1        a[ax  +  2) 

y  ~~  l'v  -+- 1  ~  K^^v  +  2)  ' 

ou 

2 
a  —  h 

Pour  tout  point  M  situé  sur  la  droite  définie  par  les  équa- 
tions précédentes,  les  points  M'  et  M"  sont  indéterminés,  et  il 
en  résulte  que  la  droite  est  une  génératrice 'de  la  surface  (S). 

On  voit  de  même  que  les  droites  définies  par  les  équations 

__     _      2 
^  ~       ^  "~  ^  _  c  ' 

2 
~  c  —  a 

sont  des  génératrices  de  la  même  surface. 

4"  Pour  que  les  deux  points  M',  M"  soient  réels,  il  faut  que  l'on 
ait 

ou 

[bxljnj  4-2)  —  a]j{ax -+-  2)]-  —  A[\b  —  a)xy-\-x  —  y] 

[b{ax  -+-  i){by  -h  2)  —  a{by  +  1  ){ax  -i-  2)]  >  0, 
ou  encore 
[{b^  —  a^)xy  H-  'ihx  —  '2.ayf  —  A[{b  —  a)xy  -ha?  —  ?/] 

[abib  —  a)xy  -h  ^ab[x  —  y) -h  b^y  —  a^x  -^%b  —  2a]  >  0. 
Celte  inégalité  peut  s'écrire  successivement 

{ù  —  ayx^y^ H-  4(6  —  af{x  ~ ij)xy  4-  A{b  —  ay(x^  +  y^  —  3:c.'/) 

—  8(6  —  a){x  -  y)  >  0, 
[{b  —  afxy  4-  2(6  —  a){x  —  y)]^  —  4[(6  —  afxy 

-\-^{b-a){x-y)]>0, 
[{b  —  afxy  4-  2(A  —  a)(a?—  î/)][(6  —  a^xy 

■  4-  2(6  —  a){x  —  y)  —  4]  >  0. 

Le  premier  facteur  égalé  à  zéro  représente  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  les  droites  dont  les  équations  sont 
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y 


h  —  a  '  h  —  a 

et  passant  par  l'origine. 

Le  second  facteur  égalé  à  zéro  représente  les  asymptotes  de 
celte  hyperbole. 

L'inégalité  précédente  est  vérifiée  pour  tous  les  points  du 
plan,  qui  ne  sont  pas  compris  entre  l'hyperbole  et  ses  asympto- 
tes,   car  si  l'on  prend  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

1  —M 

(  X  —  •  '.     ri  —  , le  premier  membre  de  l'inégalité 

V  h— a       •'        h  — a) 

est  négatif. 

5°  Le  cône  des  directions  asymptotiques  de  la  surface  (S)  a 
pour  équation 

X    ax    a-x 

y     by     b'^y     =  x)/z{a  —  b){b  —  c){c  —  a)  ; 
z      cz      c-z 

et  comme  les  constantes  a,  b,  c  sont  différentes,  ce  cône  se 
réduit  aux  trois  plans  de  coordonnées.  Les  droites  situées  sur 
la  surface  doivent  donc  être  parallèles  à  l'un  des  plans  de  coor- 
données. 

Cherchons  les  droites  parallèles  au  plan  des  xy. 
Le  plan    z  =  h     coupe  la  surface  suivant  une  conique  dont 
la  projection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 
h[{ax  -4-  i){b'y  -H  2b)  —  {by-hl){a-x  +  2a)]  -i-{ch-{-\)[ayUix  +  2) 
—  bx{by-h^)]-h{c^h-h2c)[x{by-hi)  —  y{ax-[-\)]  =  0, 
ou 

(h  —  (ij-jiiji.  —  c){b  —  c)-h'2c  —  a—b]xy^{2abli-hc-h-i-2c){x  —  yj 
-+-  h'Jry  —a^x)  -+-  2{ch  H-  i){ay  —  bx)  -h  ^h{b  —a)  =  0. 

Cotte  équation  représente  une  droite  à  distance  finie  et  une 
autre  à  distance  infinie  lorsqu'on  a 

a  +  ô  —  2c'_      1  1 

(a  —  c)[b  —  c)        a  —  c       b  —  c 
L'équation  de  la  projection  de  la  droite  située   à  distance 


156  SECTIONS    PLANES    ET    GÉNÉRATRICES    RECTILIGNES 

finie  est 

x{a  —  cy  -i-  y{b  —  cy  ^^{a  ^  b  —  ^c)  =  0. 

La  génératrice  correspondante  est  définie  par  cette  équation 
et  la  suivante  : 

-      ^  1 

a  —  c      b  —  c 

On  trouve  de  même  deux  autres  génératrices  parallèles  aux 
plans  des  yz  et  des  xz. 

Si  le  coefficient  de  xy  n'est  pas  nul,  la  conique  se  réduit  à 
deux  droites  lorsqu'on  a 

[h{c  —  a){c  -f-  a  —  26)  -h  2(c  —  b)][h{b  -  c){b  +  c  —  2a) 

4-  2(a  -  c)]—^h[b  —  af[h[a  —  c){b  —  c)  4-  2c  —  a  —  b]  =  0, 

ou,  en  divisant  par     (c —  a){b  —  c), 

h%c  —  a){c  —  b)  —  ±h{a  +  é  —  2c)  +  4  =:  0. 

Celte  équation  du  second  degré  en  h  admet  deux  racines, 

2  2 

a  —  c  b  —  c 

Pour  la  première  valeur  de  h,  l'équation  devient 

(6  -  a)aa;y  +  2a;(6  ^  a) -t-2v^^~"^' 4-4^^-^  =  0, 
^  ^  a  —  c  a  —  c 


(-+ï4-,)(^-î^«)=o- 


On  retrouve  ainsi  les  asymptotes  de  la  courbe  (G)  et  les  droites 
obtenues  dans  la  troisième  partie. 

La  surface  admet  donc  neuf  génératrices  situées  à  distance 
finie  :  les  trois  asymptotes,  trois  droites  parallèles  aux  axes  et 
trois  autres  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 

6°  Les  équations  d'une  corde  M'M"  ayant  son  milieu  sur  unfc 
droite  donnée  sont 

a:[i'  —  a)[l"  —  a)—  [t'  -h  «"  -  2a)  =  y{i'  -  b){i"  ~  b) 

{t'-\-t"  —  2c), 


X-IJ 

ax  —  bij 

a(aa?H-2)  — 6(%-4-2) 

X  —  z 

ax  —  cz 

a(rta?-H2)—  c[cz-\-'i) 

h 

ch  +  V 

c'h  +  2c 
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011 

i  xl't"—{ax-hi){i'-ht")-ha{ax-^''2) 

=  ytr-{ùy  +  !)(«'+  0  +  è(%  +  2)         . 

==z^r-(cz  +  l)(<'-H0  +  c(cz  +  2).  \ 

La  droite  donnée  doit  être  parallèle  à  Tun  des  plans  de  coor- 
données ;  elle  est  située,  par  exemple,  dans  le  plan    z  =  h,     h 

2  2  11 

ayant  l'une  des  valeurs     .  . et h -r ;  on 

a  —  c    0  —  c  a  —  c       o  —  c 

a  alors 

hl'L"  —  [ch  +  \){V-\-t")-^cVi  +  2c  =  0. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  t\  t"  entre  les  équations  pré- 
cédentes est 


=  0. 


Le  lieu  cherché  est  donc  une  surface  du  second  ordre. 

La  première  valeur  de  h  donne  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

{a—  b)-xy—(a—c)^xz^(b—c)-ijz-h^h—c)x 

+2  a+c-2%— 2(a— 6)z=0. 

La  seconde  valeur  donne  un  hyperboloïde  analogue,  et  la 
troisième  donne  le  paraboloïde  hyperbolique 

{b—cY-ijz—{a—c)-xz-i-^{a—c)x—2{/j  -  c)ij—''2{a—b)z=0. 


67.  On  donne  un  liypei^boloïde  aune  nappe  et  un  point  P  dans 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge;  par  ce  point,  on  mène  une  droite  pa- 
rallèle à  une  génératrice  de  la  surface,  et  Von  considère  cette  droite 
comme  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  qui  passe  par  la  généra- 
trice. La  projection^  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  de  Cinter- 
section  des  deux  surfaces  est  une  cubique  qui  a  un  point  double  ; 
trouver  le  lieu  de  ce  point  lorsque  la  droite  varie, 

{Concours  général,  1879.) 
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Soient  (a,  P,  0)  les  coordonnées  du  point  P  et 

a^       b-^      c^ 

l'équation  de  l'hyperboloïde.  Les  équations  d'une  génératrice 
sont 

t    —  =  —  sin  ?  -h  cos  o, 
\    a         c 

)   y  2 

I    ^  = cos  o  H-  sin  o  ; 

\     0  c 

celles  de  la  parallèle  menée  par  le  point  P  sont 

•ï  —  a  V  —  3  z 


a  sin  o        —  b  cos  o         c 
Le  cylindre  de  révolution  considéré  a  pour  équation 

[[x  —  u)b  cos  <?-t-(y  —  P)a  sin  ^f-^[c{y—  P)  +  6z  cos  ç»]^ 

+  [c{x —  a)  —  az  sin  o)'^  =  H, 

Il  désignant  ce  que  devient  le  premier  membre  quand  on  rem- 
place X,  y  et  z  par  a  cos  ç,  b  sin  ?  et  0. 
Celle  équation  peut  s'écrire 

zHa^  sin^  o-+-b^  cos^  f)  -+-  2cz[{y  —  p)/5'  cos  o  —  {x  —  a.)a  sin  cp] 
H-  [û-  —  a)6  cos  cp  H-  (j/  —  !3)a  sin  oj^  -t-  c-[{x  —  a)^  _f.  (^  _  ji)2] 
—  II  =  0, 

et  l'équation  de  la  projection,  sur  le  plan  des  xy,  de  l'intersec- 
tion du  cylindre  et  de  l'hyperboloïde,  peut  s'écrire 

(a^sin%+(!)-cos'o)/  — +  |-;-— 1  jH — ^  (.r— ^)/'cosç.+(?/— ^J)asino| 

HP 

_^(^_a)2+(y-P)^--J 

=  4  (  ■— +  Tj—  1  )  [(?/  —  P)^  cos ç  —  (x  —  7.)a  sin cpp . 

Cette  équation  représente  la  projection  de  la  cubique  d'in- 
tersection des  deux  surfaces  et  la  tangente  à  l'ellipse  de  gorge 
dont  l'équation  dans  le  plan  xy  est 
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■1 

h 

La  droilc  dont  l'équation  est 

(y  —  ?)^^  c^^  ?  —  (^  —  ")'^  sin  «  =  0 
coupe  la  conique  ayant  pour  équation 

(a^'sin^cf+èV.os^o)/''^  H-  y-J— 1  )  -i-  -  [(a?— a)6coscp+(ij— ?)asino] 

suivant  le  point  double  dé  la  cubique  et  le  point  où  la  tangente 
déjà  considérée  coupe  la  cubique. 

Si  l'on  remplace  a;  et  ?/  par     a-hôpcoso     et     ^  +  ap  sincp 
dans  l'équation  de  laconique,  on  trouve,  en  simpliliant, 

/ 1        1        1  \ 

p-( 1-  —H |(a-sin-(5  4-  6^  cos^  if 

^  \a^       h-       c^j' 

{h%  cos  ç)       aj3  sin  cp\ 
-{-  'iQ[cv'  sin^  o  +  h-  cos-  o)i ^ 1 7^ —  I 

-i-(a^  sin^ 'f +  6^  cos^  .f)(^--h  ^^-1  j -^  =  0; 

mais,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la  tangente,  on  a 
p(a^  sin^  cpH-é'^  cos^  cp)  =  ah  —  h%  cos  cp  —  a^  sin  ç; 
donc  la  valeur  de  p  qui  correspond  au  point  double  est 
^/éacoso     a?sino\      /,  „  .  i.\  /  *   .  ^ 


,111 


-  I  f  a2  sin^  o  -+-  h'^  cos-  o  \ 
1  \       ^  .      /  1^      1       1  \       ,  /  1       I    ,    1  \ 


1-  —  H K<t-  sin^  o  4-  Z»^  cos-  ?) 

\a'       b'        cj 

L'équation  du  lieu  de  ce  point  est  donc 
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ou,  en  transportant  l'origine  au  point    P,    et  en  élevant  au 
carré, 

Cette  courbe  du  quatrième  ordre  symétrique  par  rapport  aux 
axes  a  un  point  double  à  l'origine.  Nous  allons  montrer  qu'elle 
est  la  podaire  d'une  ellipse  égale  à  l'ellipse  de  gorge. 
Si  cette  conique  a  pour  équation 

la  tangente  dont  le  paramètre  angulaire  est  <p  a  pour  équation 

X Xi  11  7/, 

cos  o-f-"^       ■'    sin  o— 1  =  0. 

a  ^  h  ' 

Si  l'on  remplace  x  et  y  par  bp  cos  o,  ap  sin  cp,  la  valeur 
de  p  qui  correspond  au  point  où  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  P  sur  la  tangente  précédente  coupe  cette  tangente  est 

bx,  cos  o  -I-  ay,  sin  o  —  nb 

p  =  : ± — _ 1 • 

a^  sin^  o  H-  6-  cos^  cp 

!«ette  valeur  est  la  même  que  celle  obtenuepour  le  point  double 
si  l'on  a 

—  1       il  i  _  *       i 

«2       b-       c-  „  a~       h-       c^ 


?/i  =  1^ 


111  -^111 

a-       b        c  a-       b-       c^ 

Donc  le  lieu  demandé  est  la  podaire,  par  rapport  au  point  P, 
de  l'ellipse  de  gorge  transportée  parallèlement  à  elle-même  de 
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manièrfi  que  son  centre  ait  pour  coordonnées  Xi  et  ?/i,  en  sup- 
posant l'origine  au  point  P. 


68.  Résoudre  le  même  problèyne  da7is  le  cas  où  l' hyper boloide 
est  de  révolution. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  le  lieu  est  la  podaire  d'un  cer- 
cle, c'est-à-dire  un  limaçon  de  Pascal.  Nous  aîlôhs  le  démon- 
trer directement  par  une  autre  méthode. 

Prenons  un  système  d'axes  rectangulaires  tel  que  l'axe  des  x 
passe  par  la  génératrice,  et  soient  (a,  p,  0)  les  coordonnées  du 
point  P  et 

l'équation  de  l'hyperboloïde. 
Les  équations  de  la  génératrice  considérée  sont 
a?  =  a,         y  =.  mz  ; 
celles  de  la  parallèle  menée  par  le  point  P  sont 
X  —  a  _  y  —  (5  _  z 
0      ~      m     ~~  T 

L'équation  du  cylindre  de  révolution  est 

{X  —  a)2(l  -1-  m^)  -t-  (y  —  p  —  OTs)^  =  (a  —  a)2(4  -I-  m^)  +  ?^ 
ou 

[\.-i-m^){x  —  a){x-\-a  —  2:^;  -+-  [y  —  mzf  —  2p(î/  —  mz)  =  0. 

En  éliminant  z  entre  celte  équation  et  celle  de  l'hyperboloïde, 
on  trouve 

=  [(14- m^){x  —  a){x -i- a  —  2a)  -hx^  —  a^-\- '2>j{y  —  ^) i^, 
ou,  en  simpliflant  et  supprimant  le  facteur  x  —  a  qui  corres- 
pond à  la  projection  de  la  génératrice, 

4(x  ■+■  a){y  —  p)2  =  (a?  —  a)[{m^  -\-  2)(a?  +  a)  —  2a(H-  m')Y 

+  4y(y  -  p)[(w2  H-  ^)[x  +  a)  —  2a(l  +  m^)]. 
Les  coordonnées  du  point  double  de  cette  cubique  sont 


102  SECTIONS    PLANES    ET    GÉNÉRATRICES    RECTILTGNES 

,    2a(l  +  m2) 

Or,  si  rbn  considère  le  cercle  égal  au  cercle  de  gorge  et  dont 
le  centre  se  trouve  sur  OP  à  une  distance  OC  telle  que  l'on  ait 

OC  _  2(1  +  m^) 
OP  "    2H-m2    ' 

le  point  double  est  la  projection  du  point  P  sur  la  tangente  à  ce 
cercle  menée  à  l'extrémité  du  rayon  parallèle  à  Ox. 

Lorsque  les  axes  tournent  autour  du  point  0,  cette  projec- 
tion décrit  une  podaire  du  cercle  de  centre  G,  ou  un  limaçon 
de  Pascal. 

On  peut  encore  le  voir  ainsi.  Si  l'on  fait  tourner  les, axes  de 
l'angle  G  autour  de  l'origine,  les  coordonnées  du  point  double 
deviennent 

[2a(t  +  m^)-\ 
—  a -h  —^ —^ 
2  -+-  m-    J 


cos  0  —  3  ?in  0 , 


r  2a(l  -+-  m'^U    . 


sin  6+  p  cos  G, 

ou,  en  remplaçant  a  par  d  cos  G  et  p  par  —  d  sin  6,  aj 
posé    OP  =  d, 

ar— rf  =  —  acosG-t- cos^  9, 

2  -+-  m^ 

■     „          <^"i" 
y  =  —  a  sin  G  + cos  G  sm  G. 

2  +  ^2 

On  tire  de  là 

dm%x—d)  y  [x  —  df- 


r  dm}[x—d)  -j^_    ^      {x ■ 


[{x  —  df  4-  7/2](2  +  m^)\  [x  —  dy  -{-  xf 

ou,  en  prenant  pour  pôle  le  point  P, 

dm^ 

P  =  ;:; T  cos  G  ±  a. 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  limaçon  de  Pascal. 


CHAPITRE     VIII 


CENTRE 


RÉSUMK 


1.  Le  centrf!  d'une  quadriqiie  est  donné  par  les  équations 

/:;.  =  0,        f,j  =  0,        f-:=z  o. 

2.  En  clicrcliaQl  l'iutcrscclioa  des  trois  jilaus  du  centre,  ou  est  conduit  h  parlai;!! 

les  quadriques  en  cinq  classes  : 
If*  classe.  —  Un  centre  unique  à  distance  finie  :  Ellipsoïde  et  liyperboloides. 
2<=  classe.  —  Un  centre  à  l'infini  :  Paraboloïdes. 
3"  classe.  —   Une   ligue  de  centres  à  distance   finie  :  Cjiiudre   elliptique   et 

cylindre  hyperbolique. 
4e  classe.  —  Une  ligue  de  centres  à  distance  infinie  :  Cylindre  parabolique. 
5e  classp.  —  Un  plan  de  centres  :  Plans  parallèles. 

3.  Lorsqu'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  centre  d'une  quadrique,  le 

terme    connu   devient,   en  désignant    par   .?•(,,   y^,    Sj   les   coordonnées   du 
centre, 

f{x„  y„  Zo)  =  -f]^=-- 

4.  Lorsque   léqualion  générale  du   second   degré  représente   un  cône,  les  coor- 

données du  sommet  vérifient  les  équations 

/;  =  0,  fy'=0,  fi  =  n,  f;  =  o. 

5.  L'équation  du  cône  asymptote  d'un  hyperbolotde  est 

4. 
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69.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par 
l  équation 

x2  4-  y2  _-  z^  +  2pxz  +  2qyz  —  2ax  —  2by  H-  2cz  =  0, 
lorsque  p  et  q  varient  de  toutes  les  manières  possibles,  et  lorsque 
Y>  et  ({  varient  de  manière  que  l'équation  représente  un  cône. 

Distinguer  la  partie  du   lieu  qui  correspond  à  des  hyperboloh 

des  à  une  nappe  de  celle  qui  correspond  à  des  hyperboloides  à 

deux  nappes. 

{iicole  Polytechnique,  1S62.) 

L'équation  du  lieu  des  centres  des  surfaces  considérées  s'ob- 
tient en  éliminant^  et  q  entre  les  équations 
X  —  a-\-pz  —  0, 

y  —  0-^qz^O, 

px  -+-qi/  —  z-hc  =  0; 
on  trouve 

(1)  x{x —  a)  +  y{tj  — b)-\-z[z  —  c)  =0. 

Donc  le  lieu  cherché  est  une  sphère  passant  par  l'origine,  par 
le  point  (a,  b,  c),  et  par  lès  points  situés  sur  les  axes  à  des  dis- 
tances de  l'origine  égales  à  a,  b,  c. 

L'équation  donnée  représente  un  cône  si  les  coordonnées  du 
centre  vériticnt  l'équation 

1 

(2)  âft  —  — ax —  by -\-cz  =  0] 

donc  le  lieu  des  sommets  des  cônes  considérés  est  le  cercle 
situé  sur  la  sphère  précédente  et  sur  le  plan  qui  passe  par  l'ori- 
gine, et  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite  joignant  l'origine  au 
point.(a,  b,  —  c). 

Pour  distinguer  les  points  qui  proviennent  d'hyperboloïdes 
à  une  nappe  de  ceux  qui  proviennent  d'hyperboloïdes  à  deux 
nappes,  on  transporte  l'origine  au  centre  {Xq  ,yo,  z^);  l'équation 
donnée  devient 

.       aj2  _|_  j/2_22  _|_  9p^z  ^2qijz  +  -//^  =  0, 
ou 
{x  +  pzy-  -H  (y  +  qz)~  —  (  l  -h  p^  +  q"~)z"^  —  {ax^  -h  by^  ~  cz^)  =  0. 
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La  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes 
suivant  que  l'expression  ax^-^-by^  —  cz^  est  positive  ou  néga- 
tive, etcommepourlcpoint  (0,0,  c),  cette  quantité  estnégative, 
la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  si  le  centre  est 
dans  la  région  qui  contient  Oz,  et  un  hyperboloïde  à  une  nappe 
si  le  centre  est  dans  l'autre  région. 

Solution  géométrique.  —  Si  Ton  porte  sur  les  axes  les  lon- 
gueurs OA,  OB,  OC  égales  à  2a,  2ô,  2c,  les  surfaces  considérées 
sont  coupées  par  le  plan  deso??/  suivant  un  cercle  circonscrit  au 
triangle  OAB,  et  par  les  deux  autres  plans  de  coordonnées  sui- 
vant des  hyperboleséquilatèrescirconscritesaux triangles  OBC, 
OGA.  Comme  ces  hyperboles  sont  tangentes  aux  droites  OD,  OE 
perpendiculaires  aux  droites  AG,  BG,  le  plan  tangent  en  0 
aux  surfaces  est  déterminé  par  ces  droites  OD,  OE. 
Soit  H  un  point  quelconque  du  cercle  OAB;  la  projection  I 
du  point  0  sur  la  droite  GH  est 
dans  le  plan  ODE,  car  la  figure 
inverse  du  cercle  OAB,  enprenant 
pour  pôle  d'inversion  le  point  G 
etpourpuissanced'inversion  OC  , 
est  le  cercle  ODE. 

L'une  quelconque  des  surfaces 
ayant  son  centre  dans  le  plan 
OCH  est  coupée  par  ce  plan  sui- 
vant une  conique  circonscrite  au 
triangle  OCH  et  tangente  en  0  à 
la  droite  OL  Cette  conique  est 
une  hyperbole  équilatère,  dont 
le  lieu  du  centre  est  le  cercle  des. neuf  points  du  triangle 
OCH.  Lorsque  le  plan  OCH  tourne  autour  de  OG,  le  milieu  H' 
de  OH  décrit  le  cercle  qui  passe  par  le  point  0  et  par  les  mi- 
lieux A',  B'  de  OA,  OB,  et  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
OCH  engendre  la  sphère  qui  passe  par  les  points  0,  A',  B',  C. 
Le  lieu  des  centres  cherché  est  donc  la  sphère  qui  passe  par 
le  point  0  et  par  les  milieux  des  droites  OA,  OB,  OG. 

Lorsque  la  surface  est  un  cône,  le  sommet  se  trouve  dans  le 
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plan  tangent  à  l'origine  ODE;  donc  le  lieu  de  ces  sommets 
est  le  cercle  situé  à  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  sphère  pré- 
cédente. 

Ce  cercle  partage  la  sphère  en  deux  régions  qui  correspon- 
dent chacune  à  des  surfaces  de  même  nature.  Comme  les  sec- 
tions par  les  plans  passant  par  Oz  sont  des  hyperboles,  les  sur- 
faces sont  des  hyperboloïdes;  de  plus,  la  région  qui  contient  le 
cercle  OAB  correspond  à  des  centres  d'hyperboloïde  à  une 
il  ippe,  |)arce  que  les  sections  circulaires  passant  par  le  centre 
sont  réelles,  et  l'autre  région  correspond  à  des  hyperboloïdes 
à  deux  nappes. 


70.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  qui  passent  par 
une  ellipse  donnée  et  par  deux  points  fixes  symétriques  par  rap- 
port à  un  point  duplan  de  l'ellipse. 

Séparer  les  points  gui   correspondent  à  des  surfaces  de  même 

valure. 

l*renons  pour  axes  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse, 
dont  l'un  passe  par  le  point  donné  P,  situé  dans  le  plan  de 
rdlipse,  et  la  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
menéeparle  centre  de  l'ellipse. 

Les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  Tollipse  ont 
pour  équation 

—  -H  y-;  —  i  -+-  '^zilx  4-  my  -+-  nz  -+-p)  =  0, 

(  L  CCS  surfaces  passent  par  les  points  donnés  (a,0,  y),  (a,0,  —  y) 
si  l'on  a 

1  -\- '^-({loi -\- ny -]- p)  =  0, 

a^ 

-  —  1  ^  2-( ly.  —  n'{  +  »)  =  0, 
OJ,  en  ;ijcn!a!;l.  et  reiranchant, 

L  _i  +  '^Znf  =  0,  h-r-p  ^  U„ 


CEM  UE  1 G7 

L'équation  des  surfaces  considérées  est  donc 

-,  +  77—1  -f-2/(a?  —  a]z  -f-  ^myz—'''~^  2^  =  0 

Pour  avoir  le  lieu  des  centres  de  ces  surfaces,  il  faut  éliminer 
/  et  w  entre  les  équations 

I  +  mz  =  0, 

«'  —  «'« 
/; .r  —  a)  H-  ?j!jy ;^—  2  ss  0, 


ce  qui  donne  l'équation 


W 


a-^  b-  aY 

^ette  équation  peut  s'écrire 


0. 


(^-7)^ 


-  7-,  =  0  ; 


a^  ô-  «-y-  4a- 

elle  représente  un  ellipsoïde  si  l'on  a  a  >>  a,  ou  si  le  point  P 
est  extérieur  à  l'ellipse,  et  un  hyperboloïde  à  une  nappe  si  l'on 
a  7.  <;  a,  ou  si  le  point  P  est  intérieur  à  l'ellipse.  Lorsque  le 
point  P  est  sur  l'ellipse  donnée,  le  lieu  est  un  cylindre  ellip- 
tique réel,  et  lorsque  le  point  P  est  au  centre  de  l'ellipse,  le 
lieu  est  un  cône  réel. 

On  voit  que  le  lieu  passe  par  l'ellipse  homothétiqueàla  pro- 
posée, et  dont  un  diamètre  est  OP. 

Pour  séparer  les  points  du  lieu  qui  correspondent  à  des  sur- 
faces de  même  nature,  nous  mettons  l'équation  de  ces  surfaces 
sous  la  forme 


qui  devient,  en  appelant  Xi,  xji,  ^j  les  coordonnées  du  centre 


—  1  -=0. 
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Les  surfaces  séparatrices  sont  le  plan  des  yz    {x  =  0)     et  le 

plan  parallèle     lx=—j     mené  par  la  polaire  du  point  P  par 

rapport  à  l'ellipse. 

Lorsqu'un  centre  est,  par  rapporta  ce  dernier  plan,  du  côté 
des  X  positifs,  il  appartient  à  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Lorsqu'il  se  trouve  entre  les  deux  plans  précédents,  il  appar- 
tient à  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  lorsqu'il  se  trouve  du 
côté  des  X  négatifs,  il  appartient  à  un  ellipsoïde  réeL 

Lorsque  le  point  est  dans  le  plan     (a?  =  —  ) ,     la  surface 


est  un  cône  réel  ;  lorsqu'il  se  trouve  dans  le  plan    (z  —  0),    la 
surface  est  un  cylindre  elliptique. 


71.  Une  surface  du  second  ordre  de  révolution  pourvue  d'un 
centime  se  meut  de  manière  que  dans  chacune  de  ses  positions  elle 
rencontre  suivant  un  cercle  une  surface  fixe  du  second  ordre; 
trouver  le  Heu  du  centre  de  la  surface  mobile. 

{Concours  général,  iS63.) 

Supposons  que  la  surface  fixe  soit  un  ellipsoïde  ayant  pour 

équation 

x^      ?/-       z- 

a2  (j2  Cr 

et  considérons  les  sections  circulaires  parallèles  au  plan  dont 
l'équation  est  

cx\lo!'-  —  b^  =  azslb-  —  c- . 

Le  centre  de  la  surface  mobile  est  sur  la  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  d'une  section  circulaire  au  plan  de  cette 
section  ;  ce  point  se  trouve  donc  dans  le  plan  des  xz  et  le  lieu 
cherché  est  situé  dans  ce  plan. 

Si  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  sont    a,  0  et  y>  on  a 
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et  le  rayon  du  cercle  est 


Si  l'on  désigne  par   2/  et  2m   les  axes  d'une  section  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution,  la  distance  du  Cf^ntre  à  la 


/11* 
section  Circulaire  est  égale  à     mi/i_-_.     On  a  donc  pour 

le  centre  de  la  surface 


_  7/2 wp.  


csla'—b^       —as/b'—c^      bsid'—c''      {c'—ce'){[b^  —  c'')a?-b^) 

On  en  tire 
g  _  ax)lb^  —  ça  -f-  cz\/ai  —  b^         y_      ax\l¥^^^+  cz\/n^—  b* 
«  ""  (n^  —  c^)JW^?'        '        c  [a^—c'^j^â^~irb^ 

L'équation  du  lieu  est  donc 
bH\cxslb-'  —  e  +  azsja^  —  b^f  —  b^m^{ax\ll?^^^ -\-  cz^/a^'—b^Y 
=  m\l^  —  b^^ci"  —  b'^W  —  c')(«'  —  c'). 

Ce  lieu  est  une  hyperbole  qui  admet  pour  diamètres  conjugués 
le  diamètre  de  l'ellipsoïde,  conjugué  des  sections  circulaires 
considérées,  et  le  diamètre  perpendiculaire  à  ces  sections. 

Lorsque  l'axe  équatorial  de  la  quadrique  mobile  est  égal  à 
l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  ,  l'hyperbole  se  réduit  à  deux 
droites. 


72.  Une  surface  du  second  ordre  S  étant  donnée ,  ainsi  que 
deux  points  k  et  B,  sur  cette  surface,  il  existe  une  iufinité  de  sur- 
faces du  second  ordre  2,  qui  sont  tangentes  en  A  et  en  B  à /a 
surface  S.  On  propose  de  trouver  : 

1*>  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S  ; 

2°  Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  surfaces  avec 
les  jjlans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  parallèlement  à  un  plan 
donné; 

3*  Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  surfaces 
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avec  les  plam  tangents  qu'on  peut  leur  mener  par  une  droite 
donnée. 

{Concours  général,  1S73-) 

i°  Prenons  la  droite  AB  pour  axe  des  «,  les  axes  des  x  e 
des  y  élant  quelconques,  et  soit 

f{x,  r/,  z)  =  0 
l'équation  de  la  surface  S. 

Toute  surface  bitangente  en  A  et  B  à  la  surface  S  coupe 
cette  surface  suivant  deux  courbes  planes  passant  par  Taxe 
<! os  z,  et  réciproquement.  Si  l'on  désigne  par  (f{x,  y)  une 
fonction  homogène  et  du  second  degré  en  a?  et  y,  l'équation 
géiiérale  des  surfaces  S  est 

(1)  f{x,  y,  z)  -h  o  {x,  y)  =  0. 

Les  équations  des  centres  de  ces  surfaces  sont 

comme  la  dernière  est  indépendante  des  paramètres  variables 
contenus  dans  «f,  elle  représente  le  lieu  des  centres  des  sur- 
faces S.  Ce  lieu  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  AB, 
dans  la  surface  S. 

Ce  lieu  s'obtient  facilement  de  la  manière  suivante  : 
l.e  plan  mené  par  les  points  A,  B  et  par  le  centre  0  d'une 
surface  S,  coupe  les  plans  tangents  en  A  et  B  suivant  deux 
droites  AT,  BT,  et  la  quadrique  suivant  une  conique  tangente 
à  ces  deux  droites  en  A  et  B,  La  droite  TO  passe  par  le  milieu 
de  AB,  et  comme  le  point  T  décrit  la  droite  d'intersection  des 
plans  tangents  en  A  et  B,  la  droite  TO  décrit  le  plan  déter- 
miné par  cette  droite  et  le  milieu  de  AB;  donc  le  centre  0 
décrit  ce  plan,  qui  est  conjugué  de  la  droite  AB  dans  la  sur- 
face S.  De  plus,  tout  point  0  de  ce  plan  peut  être  considéré 
comme  le  centre  d'une  surface  S,  qui  se  trouve  ainsi  dé- 
terminée. 

2°  Les  pians  tangehts  parallèles  au  plan  ayant  pour  équation 
ux  -+  vy  -hivz  =  0 
touchent  la  surface    S   en  des  Doints  dont  les  coordonnées  vé- 


•iticnt  les  équations 


n- 
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L'équalion  du  lieu  cherché  s'obtient  en  éliminant    9^  et  cpj, 
entre  ces  équations;  on  trouve 

{ux  -h  vy  H-  wz)f^  -\-  ivf't  =  0. 

Le  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  pians  direc- 
teurs ont  pour  équations 

ux  -hvy-h  îvz  =  0,  /i  =  0, 

et  qui  coupe  Faxe  des  z  aux  points  A  et  B. 
3°  Soient 

/  m  n 

les  équations  de  la  droite  donnée  ;  le  plan  tangent  au  point 
{x,  y,z)  à  la  surface  ^,  contient  cette  droite  si  l'on  a 

af/;  -H  <?i)  -h  m  +  ?;)  +  Y/i  -^n  =  0, 
HfL  +  ?^)  H-  Hfy  +  ?;)  -^  '^/i  =  0, 

Le  résultat  de  l'élimination  des  paramètres  variables  est 
«     P     Y/'-f-/-/ 

X     y     zfi-i-f, 


'^     Y 

m    n 

A-+- 

y   - 

a      P      1 
/     m    0 

x    7/     1 


/■;  -  0. 


Cette  équation  représente  un  hyperboioïdc  à  une  nappe  pas- 
sant par  les  points  A,  B,  et  par  les  droites  d'intersection  des 
plans 


1/2 
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a 

p 

Y 

■ 

/ 

m 

w 

=  0, 

X 

y 

z 

avec  les  plans 

a 

P 

1 

l 

m 

0 

=  0, 

X 

y 

1 

n=- 


f\  =  o. 


73.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  sept  plans  donnés. 


Soit 


P  =:  Ix 


0 


niy  -h  «z  H-  jo 

l'équation  de  l'un  quelconque  des  sept  plans  donnés,  en  pre- 
nant trois  axes  rectangulaires  quelconques. 

Appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  d'une  surface 
tangente  aux  sept  plans,  a,  6,  c  les  demi-axes  de  la  surface,  et 
(aj,  j3i,  Yi),  (a2,  p,.  Ta),  («3,  Pg,  Ya)  l^s  cosinus  directeurs  des  axes 
de  cette  surface. 

On  sait  que  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  ayant  pour 
demi-axes  a,  b,  c,  au  plan  tangent  dont  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale- sont  a,  p,  y,  est  v^a^a^-t-  ô'^p^+c^y^  ;  de  plus, 
si  l,  w,  n  sont  des  cosinus,  on  a 


a  =  /xi  ■ 

P  =  /a,  • 

Y    ==    /X3 • 


m  fil  H-WYi, 
mpa  H-  »?Y2, 
Wp3-i-«Y3j 


et,  en  tenant  compte  de  la  remarque  précédente,  l'équation 
de  la  surface  peut  s'écrire 


{Ix  -h  my  -\-  nz  -\~py  =  a'^[la.^  +  wpi  h-ji 
et  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 


c\k 


WY3)S 
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-h n%z'  —  a^f,  -  b'^d  —  c^Y^)  +  ^lm{xy—a'^, p,  ~ b^cc,%  —  c^a,^,) 
H-2/n(az— a^ajYi  — ■•••)H-2w«(j/2  — rr^ifi  — ••••) 
4-  p(2/a7  H-  2wy  H-  2nz  +  p)  =  0. 

En  affectant  les  lettres  /,  m,  n,  p  des  indices  1,  2,  3, ...  7,  qui 
correspondent  aux  sept  plans  donnés,  on  obtient  sept  équations 
analogues  à  la  précédente,  entre  lesquelles  il  faut  éliminer 
a\  b\  c*,  et  les  paramètres  aj,  a^, ...  ys,  qui  sont  assujettis  à 
vérifler  les  relations  connues.  On  voit  que  les  sept  équations 
obtenues  précédemment  sont  linéaires  ethomog;ènes  par  rapport 
aux  coefficients  des  quantités  /^  m^,  ...p{^lx+^my-h2nz-hp)  ; 
le  résultat  de  l'élimination  de  ces  coefficients  s'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  le  déterminant  dont  le  terme  principal  est 

il .  ml  ■  ni  ■  /.m,,  •  1^71.  ■  m^^i^  ■  p^{'2l^x-{-'im^y -\-'^n,z  +p^). 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  plan. 

Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  huit  plans  donnés  est  une  droite. 


74.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  six  plans,  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  est 
constante. 

En  employant  les  notations  précédentes,  on  a  six  relations  de 
la  forme 

{Ix-hmy-i-nz-hpf  =  a%hi-\-  m%  +  n^i)^  ^  b\k2-i-  m^^-^  n^^)^ 

-t-c2(/a3^-mp3^-nY3)^ 
et,  en  appelant  A;*  la  somme  des  carrés  des  demi-axes,  on  a  la 
relation 

a^ -^  b^ -h  c^  =  k\ 

qui  peut  s'écrire 

-  c^s  -^-  P?  +  ï')  =  x'-i-y'-^z'-  k\ 
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OU  encore 

x^ —  a}'j.\  —  b'-y.l  —  c^v.l  -i-  y^  —  a-^j  —  •■•  4-2*  —  a--;,-  —  ••■ 

H-F—.X-2~  7/^  —  2^    =    0.. 

Le  lieu  cherché  a  pour  équation 
lî     mî 


=.0. 


Cette  équation  est  de  la  forme 

Elle  représente  une  sphère  dont  le  centre  est  indépendant 
de  k\ 

Ce  problème  et  le  précédent  out  été  traités  aulremcot  par  JIM.  J.  Mkntiox 
{Nouvelles  Annales,  1857),  Painvin  [Géométrie  anahjtiqite)  et  P.  Serrkt 
[Géométrie  de  direction). 


75.  {"Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  S  et  deux 
points  A,  B,  on  mène  par  le  point  B  une  sécante  qui  rencontre 
la  surface  S  aux  points  C,  G'  et  le  plan  polaire  du  point  A  au 
point  D. 

Soient  M  et  M'  les  points  où  la  droite  AD  rencontre  les  plans 
qui  touchent  la  surface  S  aux  points  C  et  C. 

La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  demande  le  lieu 
décrit  par  les  points  M  et  M', 

■2^  Ce  lieuse  compose  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  dont 
l'une  est  indépendante  de  la  position  occupée  par  le  point  B 
da7ïs  l'espace,  et  dont  l'autre,  S,  dépend  de  la  position  de  ce 
voint. 

Chercher  ce  que  devient  la  surface'^  quand,  dans  la  construction 
qui  donne  les  points  de  cette  surface,  on  fait  jouer  au  point  .\  le 
rôle  dû  point  B,  et  inversement. 
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3°  Le  point  A  restant  fixe^  détermine)-  les  positions  occupées 

par  le  point  B  quand  la  surface  S  n'a  pas  un  centre  unique  à 

distance  finie. 

(Concours  général,  18S6.) 

i°  Soient  [x^,  rjt,  Zj),  [x.,,  7/2,  ^2),  {x^,  ?/g,  Zç,)  les  coor- 
données des  points  A,  B,  D,  f{x,  y,  z,  t)  le  premier  membre  de 
l'équation  delà  surface  S,  et  X,  Y,  Z,  T  ses  demi-déiivées 
partielles. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  S  en  l'un  des  points  C,  C  a  pour 
équation 

x.X  -f-  y, Y  +  ZoZ  +  t2T  +  a(xoX  -h  yj  +  z,Z  -h  tj)  =-  0, 
X  étant  racine  de  l'équation 

f{x,,  y,,  z,,  f,)+X(a^/4-H7/o/4+z/44-  tji)-i-h'f{x„  y„,  z,,  t,)  =  0, 
qui  peut  s'écrire 

SxoX,  4-  SaSoToX.  +  À^Sx„Xo  =  0- 

Par  conséquent,  l'équation  des  plans  tangents  à  la  surface  S 
en  C,  C  est 

S^,X2(Sa:oX)^  —  21>oX2.I.r2X.SxoX  +  ^x,X,{^x,X)'  =  0. 
Pour  tout  point  de  la  droite  AD,  on  a 
x—Xi  _  y—yi  _  z— Zi  _  2CxX  — Sx|X 
x^,  —  x,~  7/0  —  y,  ~  z„~z^  "  SxoX  —  ^XiX 

_  SxX,-S,r,Xi  ^  SxXa-SxiX,  _  lxX,  —  lx,X, 
So-oX,  -  Sa-tXi  "  ^Jx,X,  —  Sa^iXa  ""  ^Jx,X,  -  ^x^,  ' 
puisque  l'on  doit  faire    t^  =  ti  =  t^_  =  t  =  i. 
En  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 
a  =  So^.X,,  b  =  Sx,X2,  c  =  2^1X2  =  SccoX,, 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation 

^x,X,  =  lx,X,  =  0, 

qui  exprime  que  le  point  D  est  dans  le  plan  polaire  du  point  A,, 
les  relations  précédentes  deviennent 

S.rX  — Sa-.X   __  Sj-.X  -  a  _   "Zx.^  —  c  _  IxX, 
ï.r,X  -  1>.X  "''       -a       ~  2X0X2-C  ~  lx,X,  ' 
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On  eu  tire 


l.r,,.\.T  = 


Sa?iX  —  a 

et,  en  portont  ces  valeurs  dans  l'équation  des  plans  tangents  en 
G,  C,  il  vient 

^x^[h{^x^XY  —  ab'^xX  —  2c^x,\.^.v^  ~[-  n[lx^y]  =  0. 

2°  Le  facteur  Sa:yX  égalé  à  zéro  représente  le  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  S,  ayant  pour  sommet  A  ;  cette  surface 
est  bien  indépendante  de  la  position  du  point  B. 

Le  facteur  entre  crochets  égalé  à  zéro  représente  unesurface 
du  second  ordre  S.  Comme  son  équation  peut  s'écrire 

b[{lx,Xf  —  Xx,X,yxX]  —  Ix,X[<iclx,X^ai:x,X]  =  0, 
on  voit  que  cette  surface  passe  par  l'intersection  du  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  S  et  ayant  pour  sommet  A,  avec  les  plans 

Xt^X  =  0,  2cSar,X  —  alx.X  =  0. 

Le  premier  de  ces  plans  est  le  plan  polaire  du  point  B.  Le 
second  passe  par  l'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  polaire 
du  point  A,  c'est-à  dire  par  la  droite  A'B'  polaire  conjuguée 
de  la  droite  AB.  En  désignant  par  P  le  premier  membre  de 
l'équation  de  ce  second  plan,  l'équation  du  plan  AA'B  est 

2a?iX2.SxjX—  Sa-iXi.S.r^X  =  0, 
ou 

P—a-^x,X  =  0, 

et,  conime  l'éqnation  du  plan  polaire  de  A  peut  s'écrire 

P  -\-  a'^x.X  =  0, 

.e  plan  P  est  conjiiirné  harmonique  du  plan  polaire  de  B  par 
rapport  au  plan  poliire  de  A  et  au  plan  AA'B'. 
L'équation  de  la  surface  S  peut  s'écrire 

b{ï:XiXj'  —^c'SxtX.i:x,X-+-  a{Jlx2Xy  =  ab^xX\ 
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on  voit  que  cette  équation  reste  la  même  quand  on  change 
x\,  t/i,  Zi  en  X2,  ^2,  Za,  et  réciproquement;  donc  la  surface  .  S 
ne  change  pas  lorsqu'on  fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point 
B,  et  inversement.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  S  passe  par 
les  courbes  d'intersection  du  cône  circonscrit  à  S  de  sommet 
B  par  le  plan  polaire  de  A  et  le  plan  Q  déflni  comme  le  plan  P. 
La  surface  S  passe  par  quatre  coniques  dont  les  plans  con- 
tiennent la  droite  A'B';  elle  est  donc  amplement  déterminée. 
De  plus,  la  dernière  forme  de  l'équation  de  la  surface  S  montre 
(jue  cette  surface  passe  parles  points  communs  à  la  surface  S 
et  aux  plans  tangents  à  cette  surface  menés  par  les  points  M 
et  N  où  la  droite  AB  coupe  la  surface.  D'après  cela,  les  sur- 
faces S  et  ï  sont  en  même  temps  réglées  ou  non  réglées. 

3°  Supposons  que  la  surface  S  ait  un  centre  unique  à  distance 
finie,  et  prenons  ce  point  pour  origine  des  coordonnées;  nous 
pourrons  alors  prendre  le  terme  connu  égal  à  —1,  et  remplacer 
T,  Ti,T,  par  -1. 

Les  équations  qui  donnent  le  centre  de  la  surface  S  sont 

(iX,  —  cX^)Ix\,  4-  (aXa  —  cXi)Sa?X,  -  ab\  =  0, 
{b\\  —  cY^S^Xi  -i-  {a\,  —  cYOSxXj  —  abY  =  0, 
{bZ-i  —  cZ.>)  SxX,  -H  (aZs  —  cZ,)S^Xo  —  ahZ  =  0. 

En  multipliant  ces  équations  par  a?,,  iji,  Zj,  et  en  ajoutant  les 
produit-;,  il  vient 

{b  —  c^-c)  l.x\  1  +  (a  —  c)  IxXi  —  ab=0; 

de  même,  en  multipliant  par  a:^,  y^,  Zj,  et  en  ajoutant,  il  vient 

{b  —  c)  SxX,  +  (a  —  c^  —  c)  I.rXj  -  ab  =  0. 

Ces  deux  équations  donnent  S^cXi  ~  -rXa,  et  si  le  coeffi- 
cient de  l'une  de  ces  quantités,  h -{-a  —  c- — 2c,  n'était  pas 
nul,  on  tirerait  des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  HxXi 
et  SxXa,  les  équations  du  centre  donneraient  des  valeurs 
finies  et  déterminées  pour  X,  Y,  Z,  et  les  surfaces  S  auraient 
un  centre  unique  à  distance  finie.  Pour  que  les  surfaces  S  n'aient 
pas  un  centre  unique  à  distance  finie,  il  faut  donc  que  la  relu- 

MOSN.  —  lU  12 
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tion 

a  +  />  —  c2  —  2c  =  0 
soit  vérifiée. 

En  remplaçant  x^,  Va,  z^  par  a?,  y,  z,  on  obtient  l'équation  de 
la  surface  S'  décrite  par  le  point  B,  dans  le  cas  considéré; 
cette  équation  peut  s'écrire 

S.ïX  =  (SxX,)'  +  2S^-Xj  —  SxA, 
et,  sous  cette  forme,   on  voit  que  la  surface  S'  passe  par  les 
points  communs  à  la  surface  S  et  aux  plans  tangents  menés 
par  les  extrémités  du  diamètre  passant  par  A.  Les  surfaces  S, 
S  et  S'  sont  donc  simultanément  réglées  ou  non  réglées. 
Comme  l'équation  de  la  surface  S' peut  s'écrire 

^xX  —  (xXi  +  ?yYi  +  zZ,)  '  +  (.TiX,  +  ?/iYi  +z,Z,  )  =  U, 
la  surface  S'  a  même  centre  que  la  surface  S. 


76.  On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et  Pan 
considère  les  ellipses  G  et  G'  suivant  lesquelles  Vellipsoide  est 
coupé  par  les  plans  polaires  des  points  P  et  P'. 

1"  Démontrer  que  les  coniques  G  et  G'  et  les  points  P  et  P'  so7it 
situés  sur  une  quadrique  S,  qui  est  en  général  unique. 

2°  Discuter  cette  quadrique  en  supposant  que  le  point  P'  se 
déplace  dans  l'espace,  le  point  P  et  Vellipsoide  S  restant  fixes. 

3°  Les  points  V  et  P'  étant  supposés  fixes  et  situés  de  façon 
que  la  quadrique  S  soit  indéterminée,  trouver  le  lieu  du  centre 
de  cette  quadrique. 

4°  Eyi  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent  de  façon 
que  la  quadrique  S  soit  une  sphère,  trouver  l'enveloppe  E  de  ces 
sphères. 

5°  Peut- 071  déterminer  un  point  A  tel  que  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  surface  E,  en  prenant  le  point 
A  pour  pôle,  soit  un  cône  du  second  ordre  ? 

(  Afjn'gation,  1888.) 

1°  Soient  a,  p,  y  et  a',  ji',  ■/  les  coordonnées  des  points  P  et  P'; 
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les  équations  des  plans  polaires  de  ces  points  par  rapport  à 
l'ellipsoïde 

a^      b^      c* 
sont 

OLX  8</  YZ 

^         a^       b^       c^ 
'x'x      ê'v       y'z 

^2  fj2  ç.i 

Les  quadriques  passant  par  les  ellipses  C,  G'  ont  pour  équa- 
tion générale 

XS— j9;y  =  0, 

et  l'une  de  ces  quadriques  passe  par  les  points  P  et  P'  si  l'on  a 

-9  19  .9   ""       *    )  ' 


C 

Si  l'un,  au  moins,  des  points  P,  P'  n'est  pas  sur  l'ellipsoïde, 
la  surface  S  est  déterminée,  et  l'on  a 


aa'       8S'       yy' 
a}        b'        c~ 
2°  En  prenant  pour  axe  des  z  le  diamètre  qui  passe  par  le 
point  P  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres  conjugués, 
on  a    a  =  0,    (3  =  0,     et  l'équation  de  la  surface  S  devi-ent 

Cette  équation,  décomposée  en  carrés,  peut  s'écrire 

(yy'  -  c^)^(X^  H-  Y^)  -  MZ^  +  ^^^^^^^~''^'  =  0, 
en  posant 
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Si  l'on  considère  a',  p',  y'  comme  variables,  l'équation  M  =  0 
représente  un  paraboloïde  ayant  pour  diamètre  la  droite  OP  et 
pour  plan  tangent  à  l'extrémité  le  plan  polaire  du  plan  P 
par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Pour  un  point  intérieur  à  ce  parabo- 
loïde, l'origine  par  exemple,  on  a  M  <  0,  et  pour  un  point 
extérieur,  on  a    M  >  0. 

L'équation  N  =  0  représente  le  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde et  ayant  pour  sommet  le  point  P;  ce  cône  n'est  réel  que 
si  le  point  P  est  extérieur  à  l'ellipsoïde,  et  il  se  réduit  au  plan 
tangent  lorsque  le  point  P  est  sur  l'ellipsoïde.  Ce  cône  est 
tangent  au  paraboloïde  le  long  de  la  section  faite  parle  plan 
^c^  —  t 


ce  plan  est  homolhétique  du  plan  polaire  du  point  P  par  rap- 
port à  ce  point,  le  rapport  d'homothétie  étant  2. 

Si  le  point  est  à  l'intérieur  du  cône,  c'est-à-dire  du  côté  de 
l'origine,  on  a    N  >  0;     s'il  est  à  l'extérieur,  on  a    N  <  0, 

Lorsque  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  on   a 
N  >  0,     pour  toute  position  du  point  P'. 
La  forme  de  la  surface  est  donnée  par  le  tableau  suivaTit  : 

N  >  0  (P'  inlcricur  au  cône),     hyperb.  à  deux 

nappes, 
cône  réel, 
hyperb.   à  une 
nappe, 
Nt^O parabol.    ellip- 
tique, 

cylindre  ellipti- 
que, 

ellipsoïde  réel, 

cône    imagi- 
naire, 

N<0 ellipsoïde  ima- 
ginaire. 


M>0 
(P'  extérieur 

'au 
paraboloïde) 


M  r=  0 

(P'  sur  le 

paraboloïde) 

M  <0 

(P'  intérieur 

au 
paraboloïde) 


N  =  0  (P'  sur  le  cône).   .    .    . 
N  <  0  (P'  extérieur  au  cône). 


N  =  0 
N>0. 


P'  sur  la  courbe  de  contact 
du  cône  et  du  paraboloïde 
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Lorsqu'on  a  7^  =  <^^  c'est-à-dire  lorsque  le  point  P'  est 
dans  le  plan  polaire  du  point  P,  la  surface  se  compose  de  deux 
plans 

On  peut  encore  discuter  la  quadrique  S  de  la  manière  sui- 
vante. Le  diamètre  conjugué  du  plan  p  a  pour  équations 

2lx-px'  _  ^y-y-p  '^'  _  ^lz-jr('_  2X(jq+1  )-/)(X+1  )  _  2X-{-jo(X-l) 
u       -     ■  ^       -       Y       -  H  -         H         ' 

en  posant 


X 

aa'        3?' 

-1,                   H   : 

a» 

^  A^  ^  c' 

Ces  équations  peuvent  s' 

écrire 

(>- 

—  l)x  +  a' 

(X- 

-1)?/+?' 

(X- 
(X- 

-1)z  +  y' 

(X- 

-1)a-f-lla' 

(X- 

-1)^-1-H?' 

i)t  +  Hy' 

j 

a 

y 

8 

-1             ,_! 
H                       H 

X  — 1       H      X  — 

a             a' 

—  p. 

T 

Les  valeurs  de  p  qui  correspondent  aux  points  d'intersection 
du  diamètre  et  de  la  surface  S  sont  données  par  l'équation 


ces  valeurs  sont  réelles  si  l'on  a 

H        v     /   mv 


(r^-)-(^-0<H 


1)>0, 


ou,  en  simpliûant, 

N=:  X^  — (Il  _i)(ll'  — l)>0. 

L'équation  N  =  0  représente  le  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde et  ayant  son  sommet  en  P;  ce  cône  n'est  réel  que  si  le 
point  P  est  extérieur  à  l'e  llipsoïde,  et  il  se  réduit  au  plan  tan 
gent  en  P  lorsque  ce  point  P  est  sur  l'ellipsoïde. 

Lorsque  le  point  P'  est  extérieur  à  ce  cône,  le  diamètre  con- 
sidéré coupe  la  surface  S  en  des  points  imaginaires;  cette 
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surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  car  le  plan  p  coupe 
l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  réelle,  puisque  le  point  P  est 
extérieur  à  cet  ellipsoïde. 

Lorsque  le  point  P'  est  intérieur  à  ce  cône,  la  surface  S  est 
un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Pour  distin- 
guer ces  surfaces,  nous  remarquons  que,  si  le  point  P  est  ex- 
térieur à  l'ellipsoïde,  le  produit  des  racines  de  l'équation  en  p 
a  le  signe  de  l'expression 

M=:  IIH'  — (A  — 1)2, 

et,  par  suite,  la  surface  S  est  un  ellipsoïde  si  l'on  a  M  <0, 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  si  l'on  a  M  >•  0,  et  un  pa- 
raboloïde  elliptique  si  l'on  a  M  =  0;  ce  paraboloïde  devient 
un  cylindre  elliptique  si  Fort  a  aussi 

H  +  X  — 1  =r  0,  ou  N  =  0. 

L'équation  M  =  0  représente  un  paraboloïde  ayant  ses 
diamètres  parallèles  à  la  droite  OP,  puisque  les  termes  du  se- 
cond degré  de  M  sont  les  mêmes  que  ceux  de  l'équation  du 
cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde  et  ayant  ses  génératrices  pa- 
rallèles à  OP;  ce  paraboloïde  est  tangent  au  cône  circonscrit 
de  sommet  P,  la  courbe  de  contact  étant  située  dans  le  plan 
dont  l'équation  est 

H-(-X-l  =0. 

On  peut  résumer  cette  discussion  dans  le  tableau  suivant. 

1"  Le  point  P  est  extérieur  à  l'ellipsoïde  : 

T^,  1  ,,...,       .  N  hyperboloïde  à  une 

P   a  1  extérieur  du  cône 


nappe, 

P'  sur  le  cône cône  réel, 

sur  la  courbe  de  contact  du  cône  et  du 

paraboloïde cylindre  elliptique, 

sur  la  conique  G deux  plans, 

P'  à  l'intérieur  du  cône  et  à  l'extérieur  du(  hyperboloïdeàdeux 

paraboloïde (      nappes, 

P'  à  l'intérieur  du  paraboloïde ellipsoïde  réel. 
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2°  Le  point  P  est  sur  l'ellipsoïde  : 
P'  du  côté  du  plan  tangent  en  P  opposéj  hypcrboloïde  à  une 


à  rellipsoïde .'      nappe 


P'  sur  le  plan  tangent deux  plans, 

,    ,     ,    (  hyperboloïdeàdeux 
P'  entre  le  plan  tangent  et  le  paraboloïde.) 

^  ^  (      nappes, 

/  paraboloïde  ellipti- 
P'  sur  le  paraboloïde 

P'  à  l'intérieur  du  paraboloïde  .    ....    ellipsoïde  réel. 

3°  Le  point  P  est  intérieur  à  l'ellipsoïde  : 

,    ,     j  (  hyperboloïdeàdeux 

P'  à  l'extérieur  du  paraboloïde i 

t  paraboloïde  ellipti - 

P'  sur  le  paraboloïde ] 

^  \      que, 

P'  à  1  intérieur  du  paraboloïde ellipsoïde  réel, 

P'  sur  le  plan  polaire  du  point  P  .    .   .    .    deux  plans. 

3°  Lorsque  la  surface  S  est  indéterminée,  les  points  P  et  P' 
se  trouvent  sur  l'ellipsoïde,  et  X  désigne  un  paramètre  variable. 

Si  ar,  ?/,  z  désignent  les  coordonnées  du  centre  de  la  surface, 
on  a 

g;/  4-  g'jJ  ^  W^^'P  ^  Y/^'  -^  'i'P  ^  _  2X 
X  y  z 

a^       b^        c' 
_  p'  4-  kp p  +  kp'  _  {k  —  \){p—ji) 

~     p-\-\  2i' -\r\.  p — p'  ' 

aa'         ^^'        Yy' 

k  étant  égal  à  — :r  +  tt'  +  t* 

°  a-        b-        c^ 

Comme  les  rapports  précédents  sont  égaux  à—  2X,  il  faut 
que  le  dernier  rapport  soit  indéterminé,  ou  que  l'on  ail  p  =  p'. 
Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  ayant  pour  équations 


iU 


y 


a  -H  a'         p  H-  [i'         Y  +  ï' 

c'esl-à-dire  la  droite  joignant  le  centre  0  de  l'ellipsoïde  au  mi- 
lieu I  de  la  droite  PP'. 
Les  équations  du  centre  sont  aussi  vérifiées  pour 

/)={),        p'  =  0; 

maison  a  alors  X  =  0,  et  la  surface  ^  se  réduit  aux  deux 
plans  p  et  y;  le  lieu  des  centres  de  cette  surface  est  la  droite 
d'intersection  de  ces  plans,  c'est-à-dire  la  droite  conjuguée  de 
la  corde  PP'. 

Lorsque leparamètre  — 2À  eslégalà  k—i,  p  —  p'  peut 
être  différent  de  zéro;  la  surface  S  se  compose  alors  de  deux 
plans  passant  par  la  droite  PP',  et  le  lieu  des  centres  est  la 
droite  PP'  ;  ces  plans  sont  imaginaires,  car  ils  passent  par  les 
droites  suivant  lesquelles  l'ellipsoïde  est  coupé  par  les  plans 
tangents/)  el  p'. 

Donc  si  la  surface  ^  a  un  centre  unique,  le  lieu  de  ce  centre 
est  la  droite  01,  et  lorsqu'elle  se  réduit  à  deux  plans  passant 
par  la  droite  PP',  ou  par  sa  conjuguée,  ces  droites  sont  des 
lignes  de  centres. 

4°  Lorsque  la  surface  S  se  réduit  à  une  sphère,  les  termes  du 
second  degré, 

doivent  se  réduire  à     ix{x^ -\-y^-\-z^),     et  les  plans  jt?,  y  sont 
parallèles   aux  plans  cycliques  ;  comme  ces  plans  sont  réels, 
il    faut    prendre     p  =  p'  =  0,      en    supposant   que    l'on  ait 
a>  b>  c. 
On  a  alors 

,         ,            /        „        c-aa'-f-a^YT'  —  «^^^^  — a'c'-^ 

aa'  —  a='  =  YY  —  c^  — 


el  l'on  en  lire 


a^'  +  ^a'  =^  0, 
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a^ia'  —  b') 

=  /î,        rr' 

—  c2(6^  — c2) 

_  _^. 

-  a"  -h  c"  —  é^ 

-  c'-»  +  a"  —  6* 

l  _ 

■-+-\A^'- 

:5-m 

a 

■-a\a'- 

6.-^' 

ou 

% 

^-;^ 

L'équation  de  la  sphère  S  est 

.x-  +  y'+z' 

X                    z        2/>2  -  a2 

—  c» 

a^-i-c^-6-^        ^    ^ 

-^^ 

ou 

a;2  +  j/2  -f  3^  —  r«  -t-  [r^ 

-6=')[(a-4- 

^)i+("*-^)^2.  = 

en  posant 

r«  =  262  _ 

-a«  — c2. 

Cette  équation  peut 

s'écrire 

(^^-■<^2-^"^)^^-(^ 

^-4-j/^4-z2— r' 

^W+(^^-r^)(^- 

nie')'' 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  que  l'enveloppe  de  la  sphère  S  a 
pour  équation 


ou 


(a;2  +  j/2  +  za_r2)2  —  4.(^2  _  ,,2)r(rt2  _  /,2)^  _  (^2  _,c2)  Ll   =  Q. 

Cette  enveloppe  est  une  surface  cyclide;  c'est  aussi  une  anal- 
lagmatique,  c'est-à-dire  une  surface  qui  ne  change  pas  lorsqu'on 
prend  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  par  rap- 
port à  un  pôle  convenablement  choisi,  et  l'on  sait  qu'il  existe 
cinq  pôles  répondant  à  cette  définition. 

5°  Soient  ar,,,  y^,  z^  les  coordonnées  du  pôle  de  la  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques,  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  transformée  lorsque  l'on  prend  le  pôle  pour 
origine,  et  ^  la  puissance  d'inversion  ;  l'équation  del'envelopi  e 
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devient,  en  faisant 


[^X  ,  f.Y 


y  =  Vo 


aZ 


=  Zo4-, 


X^  +  Y^+Z^ 

{xl  +  y?  +  zl  - r^)(X^  +  Yiî  +  Z')-+-M^,X  +  î/„ Y  +  2,Z)  +  f.-^j^' 
^(i^.     ,.T(^.     ^,^^5(X^+Y^-+Z^)^+2^Xa>,(X^+Y.+Z^)+t.^X^ 

'  1  (,.     ^,^^onX^+Y-^-4-Z^)^+2;.Zr.„(X^-^Y^+Z^)-hH^^Z^-| 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  du  troisième  et 
du  quatrième  degré,  on  trouve 

2*0  =  2o  =  0,         î/o  =  ±  r, 
et  l'équation  se  réduit  à 

([>i±2rY)2-4(é^  — H)[(a^-^^';-^— (/y^  — c^)|']  =  0; 

cette  équation  représente  un  cône  du  second  ordre  ayant  pour 
sommet  le  point  dont  les  coordonnées  sont    0,  =p  —et  0. 

Par  conséquent,  il  existe  deux  points  A  et  A'  répondant  à 
la  question;  ces  points  sont  situés  sur  l'axe  moyen  de  l'eilip- 
soïde  à  une  distance  du  centre  égale  à  v^26^  —  a^  —  c^  ;  ils 
ne  sont  réels  que  si  l'on  a  b^  —  c^  >  a*  —  6^  c'est-à-dire  si  les 
foyers  de  l'ellipse  principale,  située  dans  le  plan  des  yz,  sont 
plus  éloignés  du  centre  que  les  foyers  de  l'ellipse  principale 
située  dans  le  plan  des  xy. 

On  peut  trouver  plus  rapidement  les  points  A  et  A'  en  remar- 
quant que  les  sphères  S  passent  par  les  points  ayant  pour 
coordonnées  x  —  0,  y  =  dtr,  z  =  0,  et  que  l'enveloppe 
admet  ces  points  pour  points  doubles.  Si  l'on  transforme  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  l'un  de  ces  points  pour 
pôle,  les  sphères  deviennent  des  plans  passant  par  la  transfor- 
mée de  l'autre  point,  et  l'enveloppe  de  ces  sphères  est  un  cône 
ayant  pour  sommet  ce  point  fixe;  de  plus,  comme  toute  droite 
menée  par  le  pôle  coupe   l'enveloppe,  qui  est  du  quatrième 
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ordre,  en  deux  points  autres  que  le  pôle,  la  transformée  est 
coupée  en  deux  points  par  toute  droite  passant  par  le  pôle,  et 
le  cône  considéré  est  du  second  ordre. 


77.  On  considère  un  hxjperboloïde  à  une  nappe  H  el  le  cône  S 
qui  est  l]enveloppe  des  plans  normaux  aux  génératrices  de  cet 
hyperboloïde  menés  par  un  point  donné  M. 

1"  Déterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MM,M2M3  conjugué  par 
rapport  à  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersection  de 
P hyperboloïde  H  et  du  cône  S. 

Trouver  le  lieu  G  des  sommets  Mj,  Mj,  M3  de  ce  tétraèdre 
lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  l' hyperboloïde  H  se  modifie  en 
restant  concentrique  et  homothé tique  à  un  hyperboloïde  donné. 

2"^  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  G  lorsque  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  D,  et  déterminer  les  positions 
qu'il  faut  donner  à  cette  droite  D  pour  que  cette  surface  soit  de 
révolution. 

3°  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  de  la  sphère  circons- 
crite au  tétraèdre  MMiM2M3  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  M  pour  un  hyperboloïde  donné  H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  w  lorsque  le  point  M  restant 
fixe,  l'hyperboloide  II  se  modifie  en  restant  concentrique  et 
homothétique  à  un  hyperboloïde  donné. 

4*  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  <o  de  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  MM1M2M3  au  centre  de  gravité  G  de  ce 
tétraèdre  passe  par  un  point  fixe  I  lorsque,  le  point  M  restant 
fixe,  l'hyperboloide  II  se  modifie  en  restant  concentrique  et  homo- 
thétique à  un  hyperboloïde  donnée  et  faire  voir  que  le  point  G 

est  le  mi/ien  de  mI. 

(Agrètjatwn,  1893.) 

1"  Soit 

a^       b^      c^ 
où  c^  est  négatif,  l'équation  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 
L'enveloppe  des  plans  normaux  considérés  est  le  cône  S 
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réciproque  du  cône  asymptote  ayant  son  sommet  au  point 
M{x^,  7/0,  Zo)î  l'équation  du  cône  S  est 

S  -  aix-x,Y  +  b'[y-y,y  +  c%z-z,Y  =  0. 
L'équation  des  quadriques  qui  passent  par  l'intersection  de 
l'hyperboloïde  H  et  du  cône  S  est 
S  -H  m  ^  0. 

Les  sommets  du  tétraèdre  MM1M2M3  conjugué  par  rapport 
à  toutes  ces  quadriques  sont  donnés  par  les  équations 

a^xjx  —  .!•„)  H-  O'-ij^ly  —  //„)  +  c^zj^z  —  ;„)  +  X  =  0. 
On  en  lire 

^')         "--a^  +  X'  ^-6''-hX'  '~c^  +  X' 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  relation,  et  en  divi- 
sant par  X,  il  vient 

Cette  équation  du  troisième  degré  en  X  admet  les  racines 
^ih'^î»  ^35  qui  correspondent  aux  points  Mj,  Ma,  M3;  la  valeur 
1=0,     qui  a  été  supprimée,  correspond  au  point  M. 

En  remplaçant  X  par  les  valeurs  Xj,  Xj,  X3,  dans  les  équa- 
tions (1),  on  en  déduit  les  coordonnées  des  points  Mi,  Ma,  M3. 

Pour  avoir  le  lieu  de  ces  points,  lorsque  a^  b^,  c^  varient  pro- 
portionnellement, il  suffit  de  remplacer  a^,  b^,  c^  par  ka^,  kb^, 
kc^  et  d'éliminer  i  et  k  entre  les  équations  (1)  et  (2). 

On  obtient  facilement  les  équations 

(3)  ^— ^0  ^  y  — Vo  ^-z  —  h  ; 

X  y  z      * 

V'  V  ? 

le  lieu  des  points  Mj,  M2,  M3  esj,  donc  une  cubique  gauche 
située  à  l'intersection  des  quadriques  définies  par  les  équa- 
tions (3). 
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2°  Lorsque  le  point  M  décrit  la  droite  déflnie  par  les  équa- 
tions 


l'équation 


x  —  Xi       y  —  l/i       z  —  Zi 


Xa? 


devient 


X  —  Xt  =  p^  -\ r  5 

a* 


X  —  Xi 

'  X 

a 

il  —  Vi 

?/ 
h' 

P 

Z  —  Zi 

c' 

Y 

el  en  considérant  les  deux  autres   équations  analogues,  oa 
voit  que  l'équation  du  lieu  est 


0. 


Cette  surface  est  de  révolution  lorsqu'on  a 

La  droite  donnée  est  alors  parallèle  à  l'une  des  quatre  direc- 
tions, symétriques  par  rapport  aux  axes,  o(  définies  par  les 
équations  précédentes. 

3'  Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  M,  et 
considérons  l'équation  générale  d'une  sphère  qui  passe  par  ce 
point.  Les  coordonnées  des  points  Mj,  Mj,  M3  deviennent 

>'J'»  ^0  >-^o 

À  -}-  o  '  A  -(-  It''  ).  H-  c'' 

OÙ  X  a  l'une  des  valeurs  \,  X2,  X3. 

I^n  écrivant  que  la  sphère  considérée,  dont  l'équation  est 

x^  -+-  xf  -^z-  ~  2a.r  —  23//  —  2^-  =  0  , 

passe  par  l'un  des  points  Mi,  1M2,  M3,  ou  a 
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-Jl^L    ,       ^-^v'o       ,       ^'zl  ^Ux,       2).pt/„        ^l-!Z,  ^ 

En  divisant  par  X,  on  obtient  l'équation 

(4)  ^-^o         I         V/o         I         ^^0         I      -^^0      I    ...  -0 

qui  doit  admettre  les  racines  Xj,  Xj,  X3  pour  que  la  sphère  soit 
circonscrite  au  tétraèdre  MM1M2M3. 

En  écrivant  que  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  est  égal 
au  premier  membre  de  l'équation  (3)  multiplié  par  le  facteur 

A  B  C  . 


X  +  a*      X  4-  è*      X  -+-  c*         ' 
on  trouve 

a-  b^  c^ 

on  a  alors  l'identité 

X 


-L-Hx:??)^  ■•■  +  "]• 


En  multipliant  par  (X  +  a*)(X  +  6*)(X -h  c*),  en  égalant  à 
zéro  le  coefficient  de  X^  dans  le  second  membre,  et  en  faisant 
X  =  —  a*,     l  =  —  b\     X  =  —  e*,     on  trouve 

/l        1        1 

_c  ,    _a'b'{xl-hyl)   ,   a^c'jxl  +  z^ 
90,,    ___  b-'c^yl  +  zl)   , 


c^  —  b' 

Si  l'on  revient  à  l'ancienne  origine  0,  les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  circonscrite  deviennent 

Xn  ~r~  w    — 


2x,  L  "  6 


(a-^  +  y„^)      a^c^{xl  +  z\)l 
*_a*  0*  — a*     J' 
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y'-^^ivi-^^'- ]' 

-Uo 

''  =  ii;f^»  +  ^'- 1- 

Lorsque  l'hyperboloïde  se  modiOe  en  restant  concentrique 
et  homothétique  à  un  hyperboloïde  donné,  il  faut  remplacer 
rt^  b\  c»  par  ka\  W,  kc\ 

Le  résultat  de  l'élimination  de  k  entre  les  équations  obte- 
nues est 

a'        a*         6*  — a*  c'  —  a' 


2z'z        s- 

Le  lieu  du  point  w  est  donc  une  droite. 

4°  L'abscisse  du  centre  de  gravité  G  est  égale  à 

XQ-i-Xi~{-X2-hX3 


ou  h 


Xç,  r,  a*  a'-  «^     i 

4L         a^-f-^i       a'+X,       a^  +  XjJ 


L'équation  (3),  où  l'on  pose     a*  +  X  =  ii,     s'écrit 
a^xlib^  —  a*-}-  m)(c*  —  a* h-  m)  4-  b'ijlu[à  —  a'-'  +  u) 

4-c2z^î<(6*  — a'^  +  u)  — u(6'^  — a*H-M)(c*  — a*  +  M)  =  0. 
Cette  équation,  du  troisième  degré  en  w,  donne 

l       1       1 

-H h- 

"l  U.         V3 

_  _  a'xl{b'-cà+c'-a')+bY,{c'-a')+chl{b'-a^)-(b'^a'){c'-a') 
~~"  a^xl{b'^-a%à-a') 

et  l'abscisse  x"  du  point  G  est  égale  à 
4a"(,L  ^6-  — a*      à— a')       b*  —  a''      à  — a''  J 
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11  en  résulte  que  l'on  a 

et  l'on  obtiendrait  des  valeurs  analogues  pour  ây" — y'  et 
2z"  — /.  La  droite  Gw  passe  donc  par  un  point  fixe  I  dont 
les  coordonnées  sont 

fl^/_^l_      _J_\ 
2    \a^^b^^ d'  +  c'') 


m  _  ^^'/o/■        1  1         \ 

2   \a2-i-è^      a'^  +  c 


Le  point  I   se  trouve  sur  le  .prolongement  de  la  droite   Gw, 

IG      1 

de  façon    que   l'on   ait    •—  =-;     donc  le   point    G    est  le 

milieu  de  wl. 


En  considérant  c^  comme  négatif,  et  en  écrivant  c^  au  lieu  de  —  c',  on  a  des 
calculs  plus  symétriques. 

On  aurait  pu  aussi  mettre  a,  h,  c  à  la  place  de  rt%  &S  c",  ou  encore  prendre 
pour  équation  de  l'hyperbololde    ax"^  +  hif  -i-  C2'  —  i  =  0. 
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PLANS    DIAMÉTRAUX    ET    DIAMÈTRES 


RÉSUMÉ 

1.  L'équation  du  plau  diamétral  conjugué  des  cordes  qui  ont  pour  paramètres  cH- 

rccteurs  a,  ,3,  y,  dans  la  quadrique    f(x,  y,  z)=  0,     est 

2.  Dans  une  quadrique   de  preuiiére  classe,  les  plans  diauiétraax  passent  par  le 

centre,  et  réciproquement. 

Dans  un  paraboloïde,  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles  à  une  même 
droite,  cl  réciproquement,  tout  plan  parallèle  à  celle  droite  est  un  plan 
diamétral. 

Dans  une  quadrique  de  troisième  classe,  tous  les  plans  diamétraux  passent 
par  la  ligue  des  centres,  et  réciproquement. 

Dans  une  quadrique  de  quatrième  classe,  les  plans  diamétraux  sont  paral- 
lèles entre  eux. 

Dans  une  quadrique  de  cinquième  classe,  les  plans  diiiniclraux  sont  confondus. 

3.  Un  diamètre  est  l'intersection  de  deux  plans  diamétraux. 

Les  diamètres  des  quadriques  de  la  première  classe  passent  par  le  cculrc  ; 
ceux  des  quadriques  de  la  deuxième  classe  sont  parallèles  ;  ceux  des  qua- 
driques des  autres  classes  sont  respectivement  confondus,  ou  rejetés  à  l'iu- 
iini,  ou  indéterminés  dans  le  plan  des  centres. 

4.  Le  lieu  des  centres  des  sections  d'une  quadrique  par  des  plans  parallèles  est 

le  diamètre  conjugué  de  ces  plans. 

5.  Les  équations  du  diamètre  conjugué  du  plan 

<WC  -+-  Py  -t-  YZ  =  0 

MOSN.   —  III  13 
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sont 

a  :i         y* 

6,  Deux  diamètres  ayant  pour  coefficients  directeurs  (a,  3,  y)  et  (ai,  Pi,  yi)  sont 

conjugués  lorsqu'on  a 

7,  Théorèmes  d'Apollonius.   —   1°    La  somme  des  carrés   de  trois  diamètres 

conjugués  d'une  quadrique  à  centre  unique  est  constante. 

2°  La  somme  des  carrés  des  faces  du  parallélépipède  construit  sur  ces  dia- 
mètres est  constante. 

S"  Le  volume  de  ce  parallélépipède  est  constant. 


78.  Par  lin  point  M  variable  de  la  section  plane  d'une  quadri- 
que à  centre.,  on  mène  la  tangente  à  la  section  et  le  plan  tangent 
à  la  surface;  démontrer  que  le  sinus  de  V angle  G  que  fait  le 
plan  tangent  avec  le  plan  de  la  section  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  par  le  diamètre 
parallèle  à  la  tangente  en  M. 

Soient  a?i,  î/i,  Sj  les  coordonnées  du  point  M, 

a^       0^      c^ 

l'équation  de  la  quadrique,  et 

Ix -hmy  -h  nz  -^  h  =  0 

l'équation  du  plan  langent. 

Si  l'on  appelle  8  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  M 
et  d  le  demi-diajïiètre  parallèle  à  la  tangen.te  en  M,  on  a 


v^ 


^?  ,  ?/?      ^i 
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19^ 


lîî/i  tlXi         IZi  llji 


b^-  a' 


/y  2         a' 


jin  e 


v/(-'- 

■i^h 

1 

7^. 

v/O- 

-D- 

hix, 

ê)-- 

mxA^ 
caH 

-v/( 

c^           b^  ) 

'-('^ 

-^ 

-(^ 

mxA' 

/  x\       vï       2f     , 

V/  -7  H-  TT  +  -7  v//^  H-  v/r  +  n^ 


»     \ac  c       nb 


lXi-\-niyi-i-nZi 


abc 


)' 


Il  l'         m^        n^   \(xl      yl      zf\       /, 

Donc  sin  6  est  proportionnel  au  produit  do. 

Solution  géométrique. —  Considérons  le  cône  circonscrit  à  la 
qiuadrique  le  long-  de  la  section  donnée, 
et  abaissons  du  centre  0  la  perpendicu- 
laire OD  sur  le  plan  tangent  en  M  et  la 
perpendiculaire  OB  sur  la  droite  d'inter- 
sectioa  du  plau  tangent  en  M  et  du. plan 
P  parallèle  aa  plan  de  la  section  et  mené 
par  le  centre.  On  a    QD  =  QB.  sin  ô^  et 

.    „         ^  dû  VI.- 

sin  6  =  — -  =r  -— ,  .   or  le  d^enomina- 

OB       OB  X  rf  ' 
leur,       OB  X  c?,      est  constant^,  comme 
étant  l'aire  du.  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  de  la  conique  obtenue  en  coupant  le  cône 
circonscrit  par  le  pla^n  P. 
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79.  Par  un  point  fixe  on  mène  dans  un  ellipsoïde  trois  cordes 
parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  quelconques  ;  démontrer 
que  la  somme  des  quotients  des  carrés  de  ces  cordes  par  les  car- 
rés des  diamètres  correspondants  est  constante. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, et  appelons  Xq,  î/o,  Zq  les  coordonnées  du  point  P, 
2a,  2p^  2y  les  longueurs  des  cordes  parallèles  aux  diamètres 
dont  les  longueurs  sont  2a',  26',  2c';  nous  aurons 


b'» 


et  nous  en  tirerons,  en  ajoutant, 

a'^-^  b'-^^  c'^^  \a''^  h'^^^  c'^J  -^' 
La  somme  considérée  est 


y 2   '    c'2      "      "U'i      b'^ 


en  appelant  p  la  distance  OP  et  M  la  longueur  du  diamètre 
qui  passe  par  le  point  P  ;  cette  somme  est  donc  constante. 


80.  On  projette  sur  deux  plans  fixes  chacune  des  faces  du  pa- 
rallélépipède construit  sur  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde donné  ;  démontrer  que  la  somme  des  produits  des  deux  pro- 
jections de  la  même  face  est  constante. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  ses  axes,  et  appelons  a',  è',  c'  les 
longueurs  de  trois  demi-diamètres  conjugués,  {Xu  yt,  Zi), 
(xz,  2/2,  22)^  (373,  yz,  Z3)  les  coordonnées  de  leurs  extrémités, 
«,  p,  Y  les  aires  des  faces  du  parallélépipède  construit  sur  ces 
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tlemi-diamèlres,  etr(/i,  mj,  ni),  {k,  ma,  nj)  les  cosinus  des  nor- 
males aux  deux  plans  fixes. 
Le  carré  de  la  surface  a  est  égal  à 

(î/aZs  —  Z2Î/3)^  +  {hX3  —  X2Z3Y  ■+■  {X2IJ3  —  y^Xif, 

et  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  de  cette  surface  avec 
le  premier  plan  fixe  est 

,  j/2va  — ^2.V3  ,  _  Z2X3  —  X2Z,  ^  ^^  x^ys  —  yjXs 

(X  et  a, 

La  somme  considérée  est  donc 

[A(!/223-Sïî/3)+»îl(32'»^3-a^2Z3)  +  "l(^2Î/3-i/2^3)][4(î/2Z3-Z2j/3)f  mal       )  +  •  "  "Î 

-\-[li{lJi-^i-  -i!/3)+>«i(z3-î^i— araZi-f-  ■  •  -JL^sZi— Z32/i)+-  •  '] 

•¥[h{yiXi^XiXji)-\- ••][...] 
ou 

/i/2[(î/bZ3— 32y3)'H-(?y3Zi— Zi!/3)'+(!/ia^2— a?i2/2)*]+WiWî[...]+nin2[...] 

-t-(/iW2H-mi4)[((/2Z3—Z2Î/3)(z2a?3— 3^223)+ •■  •]+ 

Le  coefficient  de  hk  est  égal  à 

('/"  +  y  1  +  y'M  +  z\  +  zf,)  -  (yiZi  +  y,z,  +  2/323)% 
ou  \ 

les  coefficients  de  mima  et  de  «ina  sont  égaux  à  cV  et  à  a^¥. 
Le  coefficient  de     hm^  +  mi/g    est  égal  à 

[x^z,+XiZi+x.iZi)[yiZ^+yiZ^-i-y-,Z3)—{zl+z\+zl)[xyyc\rX2]ii-^X3y^); 

ce  coefficient  est  nul,  ainsi  que  ceux  des  sommes 

Wina  +  nj7?i2         et         nj^  +  /jng. 

La  somme  précédente  est  donc  constante  et  égale  à 

Remarque. —  En  faisant  coïncider  les  deux  plans,  on  dé- 
montre le  théorème  suivant  : 

La  somme  des  carrés  des  projections,  sur  un  plan,  des  trois 
parallélogrammes  construits  sur  deux  des  trois  diamètres  conju- 
gtii's  qhplronques  d'un  ellipsoïde  est  constante. 
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*81.  Les  projections  orthogonales  d'un  point  fixe  d'un  ellipsoïde^ 
sur  trois  plans  diamétraux  conjugués  quelconques,  déterminent 
un  plan  qui  passe  par  un  point  fixe. 

Soient  (a,  p,  y)  les  coordonnées  du  point  (ixe  P,  («i,  Pi,  y»), 
(aa,  ^2,  Ta)^  («s.  ^3,  Ta)  celles  des  extrémités  de  trois  diamètres 
conjugués. 

Les  coordonnées  de  la  projection  du  point  P  sur  le  plan  dia- 
métral conjugué  du  premier  diamètre  sont  données  par  les 
équations 

._.        y-?       .-.,        <--')?-^(!'-?)è  +  ('-v)? 


^  h  11  5      ,      ]li_+_li 

a»  b'  c'  a''^  h'      c' 

^      ^      ïï' 

a'^      b'^  c* 
Si  l'on  appelle  Xi,  iji,  z^  ces  coordonnées,  et  si  l'on  pose 


^.  =  ^ 

b'~^  c' 

aa, 

n  a 

y.  =  P- 

Kl  pi 
\  b'  ' 

t^l  ïl 

et  l'on  obtient  de  même  les  coordonnées  des  projections   du 
point  P  sur  les  deux  autres  plans  diamétraux  en  changeant 
l'indice. 
Tl  en  résulte  que  l'on  a 

Xj.Ci  -+-  I2X2  +  hx-i  =  a(^i  -4-  X2  +  h) 

—  ^  [^(«?+al+4)+p  («ipiH-«2p24-a3po)+^  («»Yi+a2Y.+«3Ï3)] 

e  «(Xi+Xa  +  Xa)  — ^ 


PLANS     l)lA3Il:;il'.ALX    El     DIAME 1  UKS  HMj 

cl 

A,+A,+X3  =__^— t- + __  =  _4--  +  -, 

en   tenant   compte  des  relations  qui  lient    les  coordonnées 

h,  Pi,....,Y3- 

111 
On  peut  donc  écrire,  en  désignant  la  somme    -;; -i- t-î -1- -r 

a^      0^      c* 


=  a ~  —  3f 

a- 

_  ^  _r^  _   , 

Xi  4-  X2  -{-  A3  C^ 

on  voit  que  le  plan  considéré  passe  par  le  point  fixe  qui  a 
pour  coordonnées  a?',  xj\  z'. 
On  a  évidemment 


1 

par  ^, 

X,ar, +X2a:2  +  X3a?3 

>^i  -+-  À2  +  X3 

X.y,  -+-À27/2-|-).3Î/3 

>i  +  X,-t-/:, 
>,,Zi  +  X2S2  H-  X3S3 

a"  b'  c' 

ce  qui  montre  que  le  point  fixe  est  sur  la  normale  en  P  à  l'el- 
lipsoïde. 


82.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites,  dans  un  cône 

du  second  ordre,  par  des  plans  passant  par  un  point  fixe,  ou 

passant  par  une  droite  fixe. 

(École  Normale,  1857.) 

Soient 

n^.  !/,  2)  =  0 

l'équation  du  cône,  ou  plus   généralement  l'équation  d'une 
quadrique  quelconque,  et 

l{x  —  a) -h  rn{y  —  p)  -f-  n (z  —  7)  =  0 

l'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  donné  («,  p,  y)- 
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Le  centre  de  la  section  se  trouve  à  l'intersection  de  ce  plan 
avec  le  diamètre  conjugué 

(^  =  !i  =  f^. 

l       m       n 
L'équation  du  lieu  de  ce  point  est  donc 

(^-a)/i+(?/-P)/;  +  (z-Y)/'i  =  0. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre  passant  par  le  point 
donné  et  par  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan 
polaire  du  point  donné. 

Lorsque  les  plans  passent  par  une  droite  donnée,  si  l'on 
appelle  (a,  p,  -y),  («i,  Pi,  Yi)  les  coordonnées  de  deux  points  de 
cette  droite,  le  lieu  est  l'intersection  des  deux  surfaces  qui  ont 
pour  équations 

(^  -  «)/"^  +  (2/ -?)/•;  + (z  -  Y)/i  =  0, 

L'intersection  de  ces  deux  surfaces  est  une  conique,  puisqu'en 
retranchant  les  deux  équations  précédentes  on  obtient  l'équa- 
tion d'un  plan  : 

Ce  plan  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  puisque 
les  quantités  «j— a,  Pi— p,  yi — ï  sont  les  paramètres  di- 
recteurs de  la  droite. 


83.  Si  quatre  points  fixes  d'une  droite  mobile  demeurent  sur 
les  faces  d'un  tétraèdre  : 

i°  Un  point  quelconque  de  la  droite  décrit  une  ellipse',  et  la 
droite  reste  jjarallèle  aux  génératrices  d'un  cône  de  révolution  ; 

2°  Toutes  les  ellipses  décrites  par  les  différents  points  de  la 
droite  ont  leurs  centres  en  ligne  droite; 

3°  Le  lieu  du  centre  de  Vellipse  décrite  par  un  cinquième  points 
lorsque  le  quatrième  point  varie,  est  une  ellipse; 

4°  Le  lieu  du  centre  de  Vellipse  décrite  par  un  cinquième  point. 
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lorsque  lune  des  faces  se  déplace  en  passant  par  un  point  fixe, 
ou  par  une  droite  fixe,  est  un  ellipsoïde,  ou  une  ellipse. 

1°  Prenons  pour  plans  de  coordonnées  trois  faces  du  tétraè- 
dre, et  appelons  X,  \i.,  v  les  cosinus  des  angles  des  axes, 
a,  b,  c,  d  les  distances  d'un  point  P  de  la  droite  aux  quatre 
points  fixes  A,  B,  C,  D  qui  doivent  se  trouver  sur  les  faces  du 
tétraèdre. 

Si  l'on  assujettit  seulement  les  points  A,  B,  C  à  décrire  les 
plans  de  coordonnées,  et  si  l'on  appelle  a^  p,  ^  les  paramètres 
directeurs  de  la  droite,  on  a 

(1)  a?==aa,  y=à^,  z  =  cy. 

En  remplaçant  a,  p,  y  par  -'   t'   -  dans  la  relation 

OL^-i-P  +  f-h  2XpY  +  Saya  +  2va|3  =  1, 

on  obtient  l'équation  du  lieu  du  point  P  : 

a'       0^      c^  Oc  ca  ab 

Les  coordonnées  du  quatrième  point,  D,  sont  x  —  dx,  rj  —  d^,. 
z  —  d^,  et  comme  ce  point  décrit  la  quatrième  face,  dont  l'équa- 
tion est 

Ix  +  my  -H  ns  =  1 , 
on  a 

(3)  Ix  -+-  my  -\-nz  —  1  =  c?(/a  +  m^  +  ny); 

eu  éliminant  a,  p,  y  entre  les  équations  (1)  et  (3),  on  trouve 

,  ,  ,  ,         Jlx      my      nz 

(4)  lx-hmy-hnz  —  l=dl ^"/h 

Le  point  P  est  à  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du  plan  dé- 
finis par  les  équations  (2)  et  (4)  ;  le  lieu  de  ce  point  est  donc 
une  ellipse. 

Si  on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (1)  et  (3),  l'équation 
obtenue 

l{a  —  d)a -\- m{b  —  d)^+n{c  —  d]-^  =  1 

montre  que  le  point  («,  p,  y)  décrit  l'intersection  de  la  sphère 
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de  centre  0  et  de  rayon  1  avec  un  plan.  Le  seg-ment  directeur 
de  la  droite  mobile  décrit  donc  un  cône  de  révolutitin,  et  la 
droite  reste  parallèle  aux  génératrices  d'un  cône  de  révolution^ 

2°  Le  centre  de  l'ellipse  définie  par  les  équations  (2)  et  (4) 
se  trouve  à  l'intersection  du  plan  de  l'ellipse  et  du  diamètre 
conjugué  ;  les  coordonnées  de  ce  centre  vérifient  les  équations 


(4) 


l{a  —  d) 


i[b 


d}^4-h  n(c  —  d)- 
0  c 


a 

h  V  ^  +  [j.  -  =  /  a  —  rf  p, 

abc' 


1, 


(S) 


X  —  =  m' b 
c 


d]Q, 


=  n{c  —  d)p, 


où  p  est  un  paramètre  auxiliaire. 
De  ces  quatre  équations  on  tire 


l{a  —  d)     m{b  —  d)     n{c  —  d) 


Ha  — d) 
m[b  —  d) 

n[c  —  d) 


=  0. 


Gomme  les  différences  a  —  d,  h  —  d,  c  —  d  ne  changent  pas 
lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  droite,  la  valeur  de  p  don- 
née par  cette  équation  est  constante. 

X    y     z 

Les  équations  (5),  linéaires  en  -»  ^>  -,  donnent  pour  ces 

inconnues  des  valeurs  déterminées  p,  q,  r,  et  l'on  a 


X 

a 
d'oii  l'on  tire 

X       y 
P       9 


c 


—  a  —  ù. 
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Le  lieu  cherché  est  donc  une  droite,  puisque  les  différences 
a  —  b,     a  —  c     sont  constantes. 

3°  Lorsque  le  quatrième  point  varie,  le  lieu  du  centre  s'ob- 
tient en  éliminant  d  entre  les  équations  (4)  et  (5). 

Si  l'on  représente  par  X,  Y,  Z  les  premiers  membres  des 
équations  (5},  on  a 


l[a  —  d)        ni\1j  —  d)        n{c  —  d)  abc 

d'après  l'équation  (4). 
Le  lieu  cherché  est  à  d'intersection  de  l'ellipsoïde 

X_Y 

X.r       Yv       Zz        T      m 

h  —  H = 7- 

a         0         c  a  —  b 

et  du  plan 

X  Y  Z 

(6  —  c)  -  +  (c—  a)  -  -t-  (a  —  ^)  -  =  0. 
/  m  n 

Ce  lieu  est  une  ellipse, 

4»  Si  l'on  appelle  a?!,  î/i,  Zj  les  coordonnées  du  point  fixe, 

on  a 
X  Y  Z  X^i  Yyi  Zzi 

«  —  d       %  —  d       c  —  d       a  —  d      b  —  d      c  —  d 


l  m  n  Ixi  -+-  myi  -+-  wzj 

\x      Yy      Zz 
abc 

le  lieu  du  centre,  lorsque  la  quatrième  face  passe  par  le  point 
fixe  {Xi,  j/i,  Zi),  est  l'ellipsoïde  ayant  pour  équation 

Xx      Yy      Zz         Xxi  Yy,  Zz, 

1- -r  H =  j  +  7 1"^ 7* 

a         b         c         a  —  a      b  —  a      c  —  a 

Lorsque  la  quatrième  face  passe  par  une  droite  fixe,  c'est-à- 
dire  par  deux  points  fixes  (a?i,  y^,  Zj)  et  (a?2,  y^,  Za),  le  centre  de 
l'ellipse  décrite  par  le  point  P  est  une  ellipse  située  à  l'in- 
tersection de  l'ellipsoïde  précédent  et  du  plan 

X{x,  —  x,)      Yi^j,-y,}      'l[z,--z,)  __ 
a—db—dc—d 
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L'énoncé  de  la  première  partie  est  dû  à  M.  Mannheih,  celui  de  la  seconde  k 
Halphen,  et  celui  de  la  troisième  k  M.  Amigues. 


84.  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes,  on  demande  le  lieu  des 
sommets  des  irièdres  dont  les  faces  sont  tangentes  à  l'un  et  "paral- 
lèles à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  Vautre. 

{Concours  général,  1860.) 

On  peut  supposer  que  les  deux  ellipsoïdes  ont  même  centre, 
car  en  transportant  parallèlement  l'un  d'eux,  on  ne  change 
pas  la  direction  des  plans  diamétraux  conjugués. 

Les  deux  ellipsoïdes  admettent  un  système  de  diamètres 
conjugués  communs.  Prenons  ces  diamètres  pour  axes,  et 
soient 


X' 

-f- 

h' 

-h 

1 

= 

0, 

X' 

a] 

-h 

'A 

-+- 

^1 

i 

= 

0 

les  équations  des  deux  ellipsoïdes. 

Si  l'on  désigne  par  (aa,  b'^,  cy),  {aoi!,  b^\  cy'),  (««",  *P',  cy')  les 
coordonnées  des  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  du 
premier  ellipsoïde,  les  équations  des  plans  tangents  au  second, 
parallèles  aux  plans  diamétraux  conjugués  de  ces  diamètres 
dans  le  premier,  sont 


o!x  J^'y 
a'^    b~ 

11 
c 

= 

±\A 

a^ 

tr 

y!, 

c^  ' 

il 
c 

±s/"f 

— r  + 
a- 

— n 

v'2 

■  .M 

a'.r        'fij        y"z  I      a!'i  3"''  y"^ 

a         b         c  V     1  a2  1^2         »  ^2 

En  ajoutant  ces  équations  élevées  au  carré  et  en  tenant 
compte  des  relations 


/   ap  +  a'^'-f-a"3"  =  0, 
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,      a2  -t-  a'î  4-  a"2  =  1, 

r+ , 

(      f  + ,  ( 

il  vient 

X-'  î/2  S^  ^^2  ^2  ^2 

a'  ^  h^  ^  c'       a'      b'^  c' 
Le  lieu  cherché  est  un  ellipsoïde  homothélique  au  premier. 

85.  Par  un  point  fixe  A,  pris  sur  une  surface  du  second  ordre 
donnée^  on  mène  tous  les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  des 
courbes  dont  l'un  des  sommets  est  en  A. 

4o  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  gui  passe  par 
le  point  A . 

20  Trouver  le  lieu  du  point  où  le  diamètre  conjugué  du  plan 
sécant,  relativement  à  la  surface  donnée,  rencontre  le  plan  tan- 
gent à  cette  surface  au  point  A. 

3*  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  où  le  plan  tangent  en 
A  coupe  la  surface  donnée  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

[École  Normale,  1872.) 

1°  Prenons  pour  axe  des  3  la  normale  en  A,  pour  axes  des  x 
et  des  y  les  axes  de  la  section  par  le  plan  tangent.  L'équation 
de  la  surface  est 

kx^  -\-  AY  4-  A'z»  ■+-  2BJ/Z  +  2B'arz  -t-  2C"z  =  0  ; 
le  centre  de  la  section  par  le  plan  ayant  pour  équation 

Ix  ■+  my  -\-  nz  =  0 
est  sur  le  diamètre  conjugué,  dont  l'équation  est 

Ax  +  B'z  _  A'y  -h  Bz  _  k'z  -\-By-i-  B'x  -h  G" 
l  m  n 

La  droite  qui  joint  l'origine  A  au  centre  de  la  section  a 
pour  équations 

(1)  te  +  my-t-ns  —  0, 

(2)  m[kx  -h  B'z)  =  l[My  +  Bz), 
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OU 


m{mW  —  IB) -^- 7i!A.'       wnA— /(mB'— /B)       — /-A'  — jn^A 

Cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  sur 
le  plan  tangent;  elle  doit  donc  être  dans  le  plan  qui  a  pour 
équation 

(3)  mx  —  bj  —  0. 

En  éliminant  /,  m,  n  entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  ou  /  et  m 
entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  trouve  l'équalion  du  lieu  de 
Taxe  :  , 

(4)  y{kx  +  B'z)  =  x{k'y-^  Bs), 

ou 

(A—  A')a'?y  •+-  B'//:  —  Bxz.  ^  0. 

Le  lieu  est  donc  un  cône  qui  passe  par  les  axes  de  coordon- 
nées et  par  les  normales  à  la  surface  issues  du  point  A,  comme 
le  montre  l'équation  (4). 

Gecôneseréduitàdeuxplanslorsqu'ona  B  =  0,  ou  B' =  0; 
ou  A  =  A',  c'est-à-dire  lorsque  le  point  A  est  dans  l'un  des 
plans  principaux. 

2°  Le  diamètre  conjugué  du  plan  (1)  coupe  le  plan  tangent 
xxj  en  un  point  tel  qiie  l'on  ait 

kx  _  A' y  _By-+-Wx-h  G" 
l  m    ~  n 

Or,  la  condition  pour  que  la  tangente  en  A  àja  section  et  le 
diamètre  conjugué  soient  perpendiculaires  peut  s'écrire 

in{A'ln  -+-  B'm^  —  Blm)  —  l{Bl^  —  B'im  -+-  Amn)  =  0 , 
ou 

(A  —  Aymn  -h  {Bl~B'm]{l'-  -4-  m'')  =  0. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  relation  /,  m,  n  par  les  valeurs 
proportionnelles,  on  trouve 

(A  ~A')AA'xy{By-+-B'x-{-C")-\-{ABx—A'B'tj){A^x^~hA'^y^)  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  du  troisième  ordre 
ayant  un  point  double  à  l'origine,  tangente  aux  axes  en  ce 
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2m 


point,  et  doii't  de«x  asymptotes  sont  parallèles  aux  éroitcs  de 
la  surface  qui  passent  par  le  point  A. 

3°  Lorsque  le  plan  tangent  en  A  coupe  la  surface  suivant 
deux  droites  rectangulaires,  on  peut  faire  A  =  —  A'  =  1,  ce 
qui  donne  pour  l'équation  du  lieu 

(a;2  _  y2)(Bar  —  B'y)  —  ^C'xy  =  0. 

Les  asymptotes  de  cette  cubique  ont  pour  équations 

G" 

G" 


y  =  x-\- 


^i  =  -^-^ 


B' 


y  = 


Ba? 


aBC' 


B'       B^— B'2 


La  courbe  a  la  forme  indiquée,  en  supposant  B'>>B>0  et 
C  >  0  ;  elle  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux  premières 
asymptotes. 

Lorsque  l'on  a   B' =  B,  la  branche  inrfinie  située  dans  l'angle 
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œ'Oy'  disparaît,  car  les  deux  asymptotes  qui  la  comprennent  se 
confondent  ;  la  courbe  est  alors  symétrique  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  l'angle  xOy. 

Lorsque  l'on  a  B  =  0  ou  B'  =  0,  la  cubique  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  hyperbole  équilalère,  et  quand  on  a 
G"  =  0,     la  cubique  se  compose  de  trois  droites. 


86.  Étant  donnés  un  tétraèdre  OABC  dé/ini  par  l'angle  trièdre 
O  et  les  longueurs  4a,  4b,  4c  des  trois  arêtes  OA,  OB,  OC  : 

i°  Démontrer  que  V ellipsoïde  qui  admet  pour  diamètres  conju- 
gués les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées 
deux  à  deux,  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  ; 

2°  Trouver  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  Ihyperboloide 
engendré  par  une  droite  mobile  qui  s^appuie  sur  les  trois  droi- 
tes menées  par  les  milieux  des  arêtes  OA,  OB,  OC  parallèlement 
aux  arêtes  OB,  OC,  OA  ; 

3°  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  rencontre  la 
surface,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
à  l'autre  point. 

Démontrer  que  ces  plans  passent  par  le  centre  w  et  trouver  le 
lieu  décrit  par  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

{École  Normale,  1879.) 

1°  En  prenant  pour  axes  les  arêtes  OA,  OB  et  OC,  les  droites 
A' A",  B'B",  C'G"  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées 
ont  pour  équations 

26        —  2c  ' 

26       2c* 
■26        z 


-26        2c' 

^es  droites  se  coupent  en  un  point  w  ayant  pour  coordonnées 
a,  b,  c. 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en 
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ce  point  w,  les  équations  précédentes  deviennent 

a       b       —  c 

X  ?/  _  2 

—  a        b       c 

X  _     y  z 

a       —  b       c 

L'ellipsoïde  qui  admet  pour  plans  diamétraux  conjugués  les 
plans  wA'B',  wB'C,  coG'A'  a  pour  équation 

et  cet  ellipsoïde  admet  pour  diamètres  conjugués  les  droites 
wA',  wB',  wG',  s'il  passe  par  les  points  A',  B',  G',  ou  si  l'on  a 

L'équation  de  l'ellipsoïde  considéré  est  donc 


\b       cj        \c       aj        \a 


!)=*- 


ou 


x^      y^      z^       riz      zx      xu 

h  — H H— H i — -  =  "2. 

a^       b'^       c^       bc       ca       ab 

Les  arêtes  OA,  OB,  OG  ont  pour  équations 

i   y-\-b  =  0,  jzH-c  =  0,  ja?4-a  =  0, 

(    z-\-c  =  0;  \   a7  +  a=:0;  !    j/ -t- Z»  r=  0  ; 

elles  sont  évidemment  tangentes  à  l'ellipsoïde  considéré. 

2°  La  droite  menée  parallèlement  à  OB  par  le  milieu  A'  de 
OA  a  pour  équations 

X  —  a  =  0,         z  -f-  c  =  0  ; 
de  même,  les  droites  menées  par  les  milieux  B'  et  G'  de  OB  et 
00  parallèlement  à  OG  et  OA  ont  pour  équations 

y  -^  b  =  0,  X  -\-  0  =  0] 

z  —  c  =  0,  y  +  b  .r.  {).     ■ 

MOSN.    —   Ul  '  \\ 
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m 

Une  droite  qui  s'appuie  sur  les  deux  premières  a  pour  équa- 
tions 

a  \c 

et  cette  droite  rencontre  la  troisième  si  l'on  a 

>-l-  |X=  1. 

L'équation  de  l'hyperboloïde  défini  par  ces  trois  génératri- 


ces  est  donc 

1      --h! 

""        1  ""        1  t  -n 

1 h  i   —  U, 

C               h 

ou 

■   -^«  +  ^  +  -+1  =  0. 

au       oc       ca 

En    ajoutant 

cette    équation   à    celle    de 

l'ellipsoïde    on 

trouve 

M-r-^ 

d'où  l'on  conclut  que  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  se  coupent 
suivant  deux  coniques  symétriques  par  rapport  au  centrer; 
l'une  de  ces  coniques  est  l'ellipse  tangente  aux  côtés  du  trian- 
gle ABC  en  A",  B",  C". 

3°  Pour  tout  point  d'une    génératrice    de    l'hyperboloïde, 
on  a 

et,  pour  les  points  situés  sur  l'ellipsoïde,  on  a 

x^  /        1       1\      2x/l       u.\      {\      \iY     . 
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OU 

a  \\x —  1 

Les  coordonnées  des  deux  points  où  la  génératrice  coupe 
l'ellipsoïde  sont 

X — fit-f-Xu  ,  a — X-hXul  X+UL+Xa 

Ap.— 1  AtJi— 1                                           ÀtJi — 1 

X  — H— Xjji  |jH-X-|-X|jl  X— a+Xa 

AîJL— 1  ^'                X;jL  — 1                                                  XfJL— 1 

L'équation  du  plan  mené  par  le  second  point  parallèlement 
au  plan  tangent  au  premier  point  de  l'ellipsoïde  est 

.'^f!  (?îl  +  V!  +  !i) +!^  (îl  +  !|^'  +  -^) 

a       \  a        b        cl  b       \a         h         cl 

''       ^  )  =  0, 


c 

(f 

-1- 

23, 

et,  si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

-  +  T- 
a        b 

c 

cette  équation  devient 

(?-')^(l-Of-(^ 

-0^ 

./•,../•_, 
a^ 

-+-- 

— 1. 

L'équation  du  plan  analogue  mené  par  l'autre  point  est 

\a         ]a^\b  Jb^\c         Je"    a'     '  ■  h'    ^    c^         • 

Ces  deux  plans  passent  par  le  centre  w,  car  le  second  mem- 
bre des  équations  précédentes  est  nul,  puisque  l'on  a 

a^         b^         c^ 

(X  —  IX)'  ~  X^U^  +  [llX  +  [Jl)2  —  X2  4-  (XtJt  -+-  X)^  . 


=  1. 


(Xii-i)^ 

Pour  chercher  le  lieu  engendré  par  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  précédents,  on  remplace  x^,  yi,  Zi,  x^,  y^,  z^ 
par  leurs  valeurs  en  X  et  jx,  dans  les  équations  des  plans;  ces 
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équations  deviennent 

a  b      c 

a      0  c 

ou,  en  rendant  homogène  en  X  et  ^, 

Le  résultat  de  l'élimination  de  X,  fi,  entre  ces  équations,  est 

[(f-D'-(M)(fn)-f]' 

ou 

\a^       6^       c^       ab       bc      caj  \ab       bc       caj 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

a^'^¥~^c^       ab       bc       ca~    ' 

a^       6^      c^  ab  bc  ca 

La  première  peut  s'écrire 

(M)-(|-f)-^3'-0; 

elle  représente  la  droite  a>0,  qui  n'est  pas  le  lieu  demandé. 

La  seconde  représenté  un  cône  ayantpour  sommet  to  et  pour 
bases  les  deux  ellipses  communes  à  l'ellipsoïde  et  à  l'hyperbo- 
loïde ,  puisque  l'équation  considérée  s'obtient  en  ajoutant 
l'équation  de  l'ellipsoïde  et  celle  de  l'hyperboloïde  multipliée 
par  2. 
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Solution  géométrique.  —  l"  Les  droites  A'A",  B'B",  C'G"  qui 
joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  se  coupent  en  un  point 
w  qui  est  le  milieu  de  chacune  de  ces  droites.  Il  existe  donc 
un  ellipsoïde  ayant  pour  diamètres  conjugués  ces  trois  droites. 
Le  plan  tangent  en  A"  à  cet  ellipsoïde  est  parallèle  au  plan 
toB'C  conjugué  de  wA",  et  comme  la  droite  B'C  est  parallèle  à 
l'arête  BG,  ce  plan  tangent  contient  BG. 

L'ellipsoïde  considéré  est  donc  tangent  aux  six  arêtes,  et  les 
sections  par  les  faces  du  tétraèdre  sont  des  ellipses  tangentes 

aux  milieux  des  côtés  de 
chaque  face. 

2°  La  droite  qui  s'appuie 
sur  les  droites  A'G",  B'A', 
C'B"  engendre  un  hyperbo- 
loïde  dont  le  plan  tangent 
en  A"  est  déterminé  par  la 
droite  B'A"  et  par  la  se- 
conde génératrice  qui  passe 
par  ce  point;  cette  généra- 
trice est  A"C',  qui  rencontre 
B'A",  C'B",  et  qui  est  paral- 
lèle à  A'G".  Le  plan  tangent 
en  A"  à  Ihyperboloïde  est  donc  OBG,  et  l'on  verrait  de,  même 
que  les  plans  tangents  en  B"  et  G"  sont  OCA  et  OAB. 

Le  plan  ABG  coupe  l'hyberboloïde  suivant  une  ellipse  tan- 
gente en  A",  B",  G"  aux  côtés  du  triangle  ABG  ;  cette  ellipse  est 
commune  à  l'ellipsoïde  et  à  l'hyperboloïde,  et  comme  le  cen- 
tre du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  droites  A'G",  B'A", 
G'B"  est  co,  les  deux  surfaces  sont  concentriques,  et  elles  se 
coupent  aussi  suivant  une  seconde  ellipse  passant  par  les 
points  A',  B',  G',  et  symétrique  de  la  précédente  par  rapport 
au  point  w. 

3°  Une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  les  droites  A'G",  B'A", 
G'B"  coupe  l'ellipsoïde  en  deux  points  I  et  I'  situés  sur  les 
ellipses  A'B'G'  et  A"B"C".  Si  l'on  appelle  H  le  symétrique  du 
point  1'  par  rapport  à  w,  les  plans  tangents  en  I'  et  H  sont  pa- 
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rallèles,  et  comme  les  droites  BT  et  CI  sont  parallèles,  puis- 
qu'elles sont  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième,  les  droites  B'I  et  C'H  sont  parallèles. 

Si  l'on  mène  la  corde  A'K  parallèle  aux  cordes  B'I  et  C'H,  le 
triangle  IHK  a  même  surface  que  le  triangle  A'B'C,  car  si  l'on 
considère  le  cercle  qui  se  projette  suivant  l'ellipse  A'B'C, 
les  triangles  A'B'C  et  IlIK  sont  les  projections  de  deux  trian- 
gles égaux.  Comme  le  triangle  A'B'C  est  de  surface  maximum, 
puisque  les  tangentes  aux  sommets  sont  parallèles  aux  côtés 
opposés,  il  en  est  de  même  du  triangle  IIIK,  et  de  plus,  puis- 
que les  droites  wA',  wl3',  wC  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués,  il  en  est  de  même  des  droites  œl,  œH,  wK.  Le  plan 
parallèle  an  plan  tangent  en  I'  mené  par  le  point  I  est  donc  le 
plan  wIK;  donc  ce  plan  passe  par  le  ceniro  to,  et  le  plan  ana- 
logue mené  par  le  poitjt  1'  passe  aussi  par  le  point  w. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  tangents  en  I  et  F,  menés 
respectivement  pari'  et  I,  se  coupent  suivant  la  droite  wK; 
donc  le  lieu  engendré  par  la  droite  d'intersection  de  ces  deux 
plans  est  le  cône  ayant  pour  sommet  w  et  pour  base  l'ellipse 
A'B'C. 


87.  Par  le  centre  cC un  ellipsoïde  donné,  on  mène  trois  diamètres 
conjugués  quelconques^  et,  par  les  points  où  ces  droites  rencon- 
trent la  sphère  circonscrite  au  parallélépipède  formé  par  les 
plans  tangents  aux  sommets  de  Vellipsoïde,  on  fait  passer  des 
plans. 

1°  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  P  sur  ces  plans  variables. 

2"  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  l'équation 
peut  être  ramenée  à  la  forme  suivante  : 

(x2H-y2+z2)2+4Âx2-+-4A'y2-t-4A"z24-8Gx-t-8C'y-i-8G"z-^4D  =  0  ; 

trouver  toutes  les  sphères  telles  que  chacune  d'elles  coupe  la  S2ir- 
face  suivant  deux  cercles. 

3°  Ces  sphères  forment  cinq  séries  parmi  lesquelles,  deux  ne  sont 
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pas  distinctes.  Démontrer  que  les  sphères  de  la  série  double  pas- 
sent toutes  par  un  même  point,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres. 
Démontrer  que  les  sphères  de  chacune  des  trois  autres  séries  cou- 
pent respectivement  à  angle  droit  des  sphères  fixes  Si,  Sa,  S3. 
Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  ces  trois  séries. 

{Concours  général,  1884.) 

1°  L'équation  de  la  sphère  circonscrite  au  parallélépipède 
ayant  pour  faces  les  plans  tangents  aux  sommets  de  l'ellipsoïde 
est 

a;2  _,_  y^  4_  22  ^   ^2  _|_  J2  4.  c2  . 

cette  sphère  est  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
circonscrits  à  l'ellipsoïde. 

Si  le  plan  qui  passe  par  les  points  oi!i  trois  diamètres  conju- 
gués coupent  cette  sphère  a  pour  équation 

ux  -\-  vy  -h  wz  —  1  ==0, 

le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la 
courbe  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  sphère  considérée  a 
pour  équation 

X-  +  y-  +  z^  _  (a2  -f~  b^-i-c^){ux  -f-  uy  -f-  tcz)"  =  0  ; 

ce  cône  devant  être  capable  de  trois  diamètres  conjugués,  on  a 

[1  —  u%a^  4-  62  +  c^)]a'^  -h  [1  —  v^ia^  +62  +  c^)]b^ 

-h  [1  —  ^t)2(a2  +  Z»2  -h  c^)y  =J), 
ou,  en  simplifiant, 

a-u^-i-l/'0''-{-c^iv^  =i=  4. 

Cette  relation  prouve  que  le  plan  considéré  est  tangent  à 
l'ellipsoïde  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

X  =  a^u,  y  =  b^v,  z  =  c^w. 

Par  conséquent,  le  lieu  cherché  est  la  podaire  de  l'eUipsoïde 
par  rapport  au  point-  P. 

Si  nous  appelons  a,  p,  y  les  coordonnées  de  ce  point,  nous 
aurons,  pour  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
sur  le  plan  considéré, 
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X  —  "^  _  y  —  P  _  2  —  Y       a?2  +  V^  4-  2^  —  ao?  —  py  —  Y2  , 
u  V  w      ~  1  ' 

donc  Téqualion  du  lieu  est 

En  transportant  l'origine  au  point  (^,  ^,  -j  i  cette  équa- 
tion devient 

Cette  équation  a  la  forme  donnée,  et,  si  l'on  pose 
on  a 

^2  »>2  «.J 

AA  =  —a^--,  4A'  =  — Ô2  — -,  4A"  =  — c^  — -, 

2  2  2 

8G  =  a^a,  8G'  =  ô^p,  8C"  =  c^y, 

r*       a2a2  +  ^»232+c2Y2 

'^  =  Î6 4 

2°  Soit 

x^  +  y^-hz^  =  2(/x  +  my  +  nz  -+-  p) 

l'équation  d'une  sphère. 

Les  points  d'intersection  de  cette  sphère  avec  le  lieu  se 
trouvent  sur  la  surface  ayant  pour  équation 

(/x+my4-ns4-j5)2H-Aa?^H-A'î/2+A"z^+2Ca;-t-2C'î/+2C''z+D=0. 

Cette  sphère  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles  lorsque 
l'équation 

{Ix  -{-my-hnz  -hpf  +  Aar^  +  Ay  -h  A"z2  +  2Ca?  +  2C/y  4-  2C"z 

—  l[x^-hy^-\-z'^  —  'i{lx-\-my+nz-}-p)]  =  0 
représente  deux  plans. 

Or  cette  équation  peut  s'écrire 
(1)     {Ix  4-  m?/  +  nz-\-p  +  If  +  (A  —  l)x^  +  (A'  —  X)y» 

-I-  (A"  —  X)z^  +  2Ca;  +  2C'y  H-  2C'z  —  X«  =  0  ; 
elle  représente  une  quadrique  circonscrite  à  la  quadrique  dont 
l'équation  est 
(A_X)x2  +  (A'  — À)i/2  +  (A''— X)z2-h2Ga^  +  2GV  +  2C"z— X^=0, 
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le  long  de  la  ligne  située  dans  le  plan 

Ix  H-  my  -\-nz  -\-p-\-\  =-Q. 

Pour  que  réqualion  considérée  puisse  représenter  deux  plans, 
il  faut  que  la  quadrique  précédente  soit  un  cône  et  que  le 
plan  précédent  passe  par  le  sommet  de  ce  cône. 

La  quadrique  considérée  est  un  cône  si  l'on  a 

et  le  plan  considéré  passe  par  le  sommet  du  cône  si  l'on  a 

En  prenant  pour  origine  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
—  C  —  C  —  C" 


A  —  À  •'       A'  —  X  A"  —  X 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (3),  l'équation  (  I )  de- 
vient 

{Ix  +  my  +  nzf  -h  (A  —  X)^;^  -\-  (A'  —  X)//^  +  (A"  —  X)^^  =  0  ; 
elle  représente  deux  plans  si  l'on  a 

On  peut  donc  trouver  une  infinité  de  sphères  coupant  la 
surface  considérée  suivant  deux  cercles.  I/équation  générale 
de  ces  sphères  est 


2"(=+Â^)  +  »  = 


X  étant  racine  de  l'équation  (2),  et  /,  m,  n  vériûant  l'équa- 
tion (4). 

3°  L'équation  (2)  est  du  cinquième  degré  en  X,  ce  qui  montre 
que  les  sphères  obtenues  forment  cinq  séries.  Cette  équation  a 
évidemment,  au  moins,  trois  racines  réelles  séparées  par  A, 
A'  cl  A". 
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Lorsque  l'on  remplace  les  coefficients  A,  A'. . .  par  leurs  va- 
leurs, cette  équation  devient 

a^Or  6'*p2  c4,^2  ^  ,A 

2a2  -H  r^  +  8X  "^  ^FTr^'+âX  ^  Se-'  +  r^  -h  2X  ~  ^^''  "^  8 


Si  l'on  pose 


r     fl'-'a^  OY'  C^ivS  T 


l'équation  précédente  -devient 

+  4[Jt  "^  ^2  _j_  4jj,   '   c2  +  4iJL 
ou,  en  remplaçant  r-  par     a^+p-^-y^, 

/          «2                               02                                 2  N 

_  4a2 1 ^ i i 1  \    =0. 

Cette  équation  admet  une  racine  double 
et  trois  racines  simples 

{^1,     [^2,     H3, 

séparées  par 

_  a^  —  (^3  _  c2 

— T—  '  —7—1  -7—'  +00. 

4  4  4 

L'équation  des  sphères  devient 

-  nf 23  -  -^^\  +  2îx  ~  Ç  =  0, 
V  c^  -t-  4[J./  4 


/,  m,  n  devant  vérifier  la  relation 
/2  m2  n^ 


(5)  a'  b^-  c' 


— 1  =0. 
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L'équation  des  sphères  de  la  série  double,  qui  s'obtient  en 
faisant     fx  =  0,     est 


et  l'on  voit  que  ces  sphères  passent  par  le  point  dont  les  coor- 

a     3         Y 
données  sont   g'  ^  et  -,  c  est-à  dire  par  le  point  P. 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  la  série  double  a  pour 
équation 


l' 

m2 

n- 

4- 

+  — , - 

-1 

=  0  ; 

a- 

Ir 

c^ 

4 

4 

4 

c'est  un  ellipsoïde  E  homothétique  au  proposé,  dont  le  centre 

1 
d'homothétie  e^t  le  point  P,  et  le  rapport  d'homothétie  -• 

L'équation  (5),  où  l'on  remplace  ii  successivement  par  les 
racines  [jii,  (i.2,  i^-s  de  l'équation  en  (i,  représente  le  lieu  des 
centres  des  sphères  des  trois  séries  simples.  Les  trois  surfaces 
ainsi  obtenues  sont  homofocales  à  l'ellipsoïde  E,  qui  est  le  lieu 
des  centres  des  sphères  de  la  série  double;  ces  surfaces  soni 
un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  hyperboloïde 
à  deux  nappes. 

Le  point  dont  les  coordonnées  sont 

(roL  ù-^  c^v 

IX  désignant  l'une  des  valeurs  fjii,  [jij,  (JI3,  a  une  puissance  cons- 
tante par  rapport  aux  sphères  de  la  série  correspondante.  Ce 
point  est  donc  le  centre  d'une  sphère  orthogonale  à  toutes  les 
sphères  d'une  série  ;  le  carré  du  rayon  de  cette  sphère  est  égal 
à  la  puissance  du  point  par  rapport  aux  sphères,  ou  à 

g^a^  b''<^'  cY  ^         g^  +  p^  H-  y* 

4(a^  +  4<^}2"^4(6^+4|a)^"^4(c^-t-4[a)^"^'"'^~  4 

Pour  les  sphères  de  la  série  double,  le  centre  a  pour  coor- 

a     S     Y 
données   -■,   -,    -5    et  le  carré  du  rayon  est  nul  ;  la  sphère 
2     Â     ^ 

orthogonale  se  réduit  au  milieu  de  OP. 
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Les  sphères  de  chaque  série  simple  coupent  orlhogonale- 
ment  une  sphère  fixe;  donc  il  y  a  trois  sphères  fixes  Sj,  S2, 
S3  orthogonales  aux  sphères  de  chacune  des  trois  séries. 

Les  centres  de  ces  trois  sphères  fixes  se  trouvent  dans  le 
plan  ayant  pour  équation 

a,r       Q)i       Y3        1 

c'est-à-dire  dans  le  plan  polaire  du  point  P  par  rapport  à  l'ellip- 
soïde E. 

L'équation  de  la  sphère  Si  ayant  pour  coordonnées  du 
centre  a?,,  j/i,  Zi,  et  pour  rayon  Rj,  est 

x^-\-y^-hz^  —  ^xxi  —  2r/î/,  —  Szzj  -{-x\ -hy\  + zi  —  R\  =  0, 
ou 

et,  comme  on  a 

^        a^  -h  -4;j^,       b-  +  4ijii       c^  -+-  4[jii 
cette  sphère  passe  par  le  point  P;  il   en   est   de  même   des 
sphères  83  et  S3. 

De  plus,  les  sphères  Si,  S2,  S3  sont  orthogonales  deux  à 
deux.  En  efl'et,la  condition d'orthogonalité  des  sphères  Si,  S,  est 

{X,  -  x,y  +  {tji-  Vif  +  iz,  —  Z,Y  ==  R?  H-  RI  z=  a?i  -h  y\  +  z] 

r^         .         .        .  r^ 

H- 2[ji,  —  -  +  a7ô -h  î/i -1- zl  +  i^î-io  —  T- 1 

ou 

a'oi^  b'?>'-  c'y'' 


[cr  -\-  4|Jii)(a-  +  41J-2)       {b'^+  4;jii)f//-f-4,u2)       (c^  4-  4;xi)(f:2  4-  41x2) 

4-  4([x,  4-  fO  -  r^  =  0. 
Or,  en  ajoutant  et  en  retranchant  l'équation  (6)  et  l'équation 
analogue  où  \y.2  remplace  jji,,  il  vient 

a'o}  b'^f  cy 

(a2+4,aO(«'  +  ^^I^2)  "^  (^'  4-  4ix,)(6^  +  4.^2)  "*"  [c^  4-  4;^ô{c^4^ 

+2;,,  +  ,.)[i  +  _-^^î!j-^+  ....]-,..  =  0, 
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il  est  facile  d'en  déduire  la  condition  d'orthogonalité  des  deux, 
sphères  Si  et  S2. 


88.  On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A.  On 
considère  un  paraboloïde  circonscrit  à  V hyperboloïde  et  tel  que  le 
plan  P  de  la  courbe  de  contact  passe  ptar  le  point  A.  Soit  M  le 
point  d'intersection  de  ce  paraboloïde  avec  celui  de  ses  diamètres 
gui  passe  par  A  ;  soit  Q  lepoint  de  rencontre  du  plan  P  avec 
la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P,  par  rapport 
à  V hyperboloïde. 

Le  plan  P    tournant  autour  de  A,   on  demande  : 

1°  Le  lieu  du  point   M; 

2°  Le  lieu  du  point  Q  :  ce  second  lieu  est  une  surface  du 
second  ordre  S,  que  l'on  discutera  en  faisant  varier  la  position- 
du  point  A  dans  respace  ; 

3"  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A   pour  que 

la  surface  S  soit  de  révolution. 

{Agrégation,  1879.) 

1°  Soient 

a-       b^       c- 
l'équation  de  riiyperboloïde  et 

a'       b'       c' 
l'équation  du  plan  P. 

L'équation  d'une  surface  du  second  ordre  circonscrite  h 

l'hyperboloïde  est 

XH  —  P^  =  0, 

et  les  coordonnées  du  centre  de  cette  surface  sont  données  par 

les  équations 

x__y_2_'P_  \ 

â~^~7~x~  7^     p2     ^i     -*»~- 

a-       Ir       c- 
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cette  surface  est  donc  un  paraboloïde  lorsqu'on  s 

a^        P^        f 

et  l'on  voit  que  les  diamètres  ont  pour  paramètres  directeurs 
«,  P,  Y. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  diamètre  du 
paraboloïde  qui  passe  par  le  point  A,  ayant  pour  coordonnées 
Xi,  j/i,  zi,  sont 

(1)         a?  =  a;i  +  pa,  y  =  i/j  ■+- pp,  z  =  ^-j -+- p',', 

et,  en  exprimant  que  ces  coordonnées  vérifient  l'équation  du 
paraboloïde,  on  obtient  pour  le  point  M, 


^  2Va2   '   b^      c'      ')  2 

L'équation  du  lieu  du  point  M  s'obtient  en  éliminant  a,  p,  y 
entre  les  équations  (1)  et  la  relation 

ar         P        c^ 
qui  exprime  que  le  plan  P  passe  par  le  point  A;  on  trouve 

^  y]/l    _  ^_   i    _  Îii     ^     M 

a"^        b^        c"  2 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  un  plan  parallèle  au  plan  polaire 
du  point  A  par  rapport  à  l'byperboloïde;  ce  plan  divise  en 
deux  parties  égales  toutes  les  droites  qui  joignent  le  point  A 
aux  différents  points  de  ce  plan  polaire. 

2°  L'équation  du  lieu  du  point  Q  s'obtient  en  éliminant  a,  p,  y 
entre  l'équation  du  plan  P,  la  relation  (2)  et  les  équations  delà  - 
droite  MQ 

X  —  a  y  —  p  z  —  Y  _. 


-.-(t+iV     y.-(^  +  i)p     -.-(|  +  »)ï 


en  portant  les  valeurs  de  a,  ^,  y,  tirées  de  ces  équations,  dans 
les  deux  autres,  il  vient 
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^{x—iLXi)-\- =0, 

a^^  b^         c'  ^  'i 

L'équation  du  lieu  du  point  Q  est  donc 

2  Va*   '   b^      f-~"* 

a^         6^         c2  A  a'     '     6-         c\  i2  / 

Ce  lieu  est  une   surface   du  second   ordre  qui  passe  par  le 

point  A  et  par  les  courbes  suivant  lesquelles  le  plan  polaire  du 

point  A  et  le  lieu  du  point  M  coupent  l'hyperboloïde. 

Pour  discuter  cette  surface,  nous  cherchons  d'abord  si  elle  a 

un  centre.  Les  coordonnées  du  centre  sont  données   par  les 

équations 

^xx^       %jy,      ^zz,      ^^      II,       ,,    ,  IIi 


X        y        z 


5 


Xi       ;vi       Zi  Hj  2-!-Hi 

ce  qui  montre  que  le  centre  est  sur  la  droite  OA  et  à  distance 
finie  tant  que    2  +  rii     n'est  pas  nul. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre,  le  terme  connu  devient 


L'équation  en  S,  mise  sous  la  forme  de  Jacobi,  est 


K-ê)   «"(-.%)    -(^-fe) 


a'b^c^  _ 


Lorsque  Hj  est  négatif,  les  racines  sont  séparées  par    —  oo  , 
H  H  H 

~i    ^,,    —â^i^     et,  comme  pour  S  =  0,   le  premier  mem- 
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bre  de  l'équation  en  S  devient    — zjrï~2'  ~^ — '      l'éqnalion 


a*ftV     H, +2 

en  S  a  trois  racines  négatives  si  Hi  +  2  est  négatif  et  deux 
racines  négatives  si    H, +2    est  positif. 

Lorsque  Hj  est  positif,  les  racines  sont  séparées  par    —  oo  , 

"ô~i~'  (Tl'  ^'  1  cquation  a  deux  racines  négatives  si 
Hj  4-  2  est  négatif  et  une  seule  racine  négative  si  Hi  +  2 
est  positif. 

Lorsque  Hj  est  nul,  la  surface  est  un  plan  double. 

Les  surfaces  qui  séparent  le  plan  en  régions  sont  l'byperbo- 
loïde  donné  H,  le  cône  asymptote,  dont  l'équation  est 
C  =  Hh-I  =0,  et  l'hyperboloïde  conjugué  H',  dont  l'équation 
est    H' =  H +2  =  0. 

Lorsque  le  point  A  est  à  l'intérieur  de  l'byperboloïde  H',  les 
trois  racines  de  l'équation  en  S  sont  négatives  et  le  terme  connu 
est  positif;  la  surface  est  un  ellipsoïde  réel. 

Lorsque  le  point  A  est  entre  l'hyperboloïde  H'  et  le  cône  G, 
l'équation  en  S  a  deux  racines  négatives  et  le  terme  connu  est 
négatif;  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Lorsque  le  point  A  est  à  l'extérieur  du  cône  asymptote, 
l'équation  en  S  a  deux  racines  négatives  et  le  terme  connu  a 
le  signe  +  ;  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Dans  les  cas  particuliers  où  le  point  A  se  trouve  sur  l'hyper- 
boloïde conjugué  H',  sur  le  cône  asymptote  G,  ou  sur  l'hyper- 
boloïde donné  H,  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique,  un 
cône  réel,  ou  un  plan  double. 

3°  Si  l'on  suppose  les  coefficients  B,  B',  B'^difîérents  de  zéro, 
la  surface  S  est  de  révolution  si  l'on  a 

Hi       H,  _    II, 

a-        è-  ~  —  c^' 

il  faut  donc  que  Hi  soit  nul,  et  l'on  vient  de  voir  que  la  surface 
S  est  alors  un  plan  double. 

Il  faut  que  deux  des  coefficients  B,  B',  B"  soient  nuls,  c'est- 
à-dire  que  l'une  des  coordonnées  du  point  A  soit  nulle.  Sup- 
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posons  que  Ton  ait    Xi  =  0;  la  condition  pour  que  la  surface 
S  soit  de  révolution  est 

L2  V62       aV       6'-JL2  \      c'       aV       cM       ^V 
ou 

Le  premier  facteur  Hi,  égalé  à  zéro,  représente  l'hyperbole 
principale  de  l'hyperboloïde,  située  dans  le  plan  des  yz;  si  Le 
point  A  est  sur  cette  hyperbole,  la  surface  S  est  un  plan  double  ; 
il  faut  donc  que  le  point  A  soit  sur  la  conique 


On  trouve,  de  même,  en  faisant 


Quand  on  suppose  a  >  ô  >- c,  on  a  une  hyperbole  et  deux 
ellipses  réelles;  quand  on  suppose  ay>c'^b,  on  a  trois 
hyperboles;  enfin,  quand  on  suppose  c  >  a  >  è,  on  a  une 
hyperbole  et  deux  ellipses  imaginaires. 

Solution  géométrique.  (1°  et  2°).  —  1°  SoitR  le  pôle  du  plan  P; 
le  diamètre  RO  de  l'hyperboloïde  est  aussi  un  diamètre  du 
paraboloïde  circonscrit,  puisqu'il  joint  le  sommet  R  d'un  cône 
circonscrit  au  centre  de  la  courbe  de  contact.  Le  plan  passant 
par  ce  diamètre  et  le  point  A  coupe  le  plan  ;?,  polaire  du  point 
A  par  rapport  à  l'hyperboloïde,  suivant  une  droite  a,  et  le  para- 
boloïde suivant  une  parabole  G.  La  droite  AM  rencontre  cette 
MosN.  —  ni  '  'i 
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droite  a  en  un  point  D,  et  comme  la  droite  A  est  la  polaire  du 
point  A  par  rapport  à  la  parabole  G,  le  point  M  est  le  milieu  de 
AD.  Donc  le  lieu  du  point  M  est  un  plan  jo',  homothétique  du 
plan    p    par   rapport  au    point  A,  le    rapport  d'homolhétie 

étant  -• 

2"  Soient  I  et  E  les  points  où  la  droite  OA  coupe  les  droites  x 
et  MR  ;  le  point  E  est  fixe,  car  on  a 

EA  _  AM  _   AD  _  Al 

ËÔ  ~  Ôïï  ~  2ÔR  ~  201  ' 

Les  droites  AQ,  EQ  sont  homographiques  et,  comme  elles 
passent  par  deux  points  fixes,  le  lieu  du  point  Q  est  une  conique 
passant  par  ces  points  A  et  E.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
conique  passe  par  les  points  suivant  lesquels  l'hyperbole  coupe 
la  droite  A  et  la  droite  parallèle,  lieu  du  point  M. 

Donc  le  lieu  des  points  Q  est  une  surface  du  second  ordre  S 
passant  par  les  points  A  et  E,  et  par  les  coniques  situées  à 
l'intersection  de  l'hyperboloïde  et  des  plans  p,  p'. 

La  droite  AE  est  un  diamètre  de  la  surface  S,  et  pour  trouver 
la  nature  de  cette  surface,  il  suffit  de  chercher  la  position  du 
centre  de  la  surface  et  le  genre  des  sections  de  l'hyperboloïde 
par  les  plans  p  et  p'. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  l'hyperboloïde  H',  conjugué  de  H, 
on  a  AO  =  01,  ou  AI  =  201;  le  point  E  se  trouve  alors  à 
l'infini,  les  sections  par  les  plans  p  et  p'  sont  des  ellipses,  et  la 
surface  S  est  un  paraboloïde  elliptique. 

Lorsque'le  point  A  est  à  l'intérieur  de  l'hyperboloïde  H',  on 
a  AI  >  201,  ou  AE  >  OE;  le  point  E  est  sur  le  prolonge- 
ment de  AI,  et  la  surface  S  est  un  ellipsoïde. 

Lorsque  le  point  A  est  entre  l'hyperboloïde  H'  et  le  cône 
asymptote  C,  le  point  E  est  sur  le  prolongement  de  OA  au  delà 
du  point  A;  la  surface  S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  le  cône  G,  les  points  E  et  A  sont 
confondus;  la  surface  S  est  un  cône  ayant  son  sommet  en  A. 

Lorsque  le  point  est  à  l'extérieur  du  cône  G,  les  sections  par 
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los  plans  p  et  p'  sont  des  hyperboles,  et  comme  le  diamètre 
conjugué  AE  rencontre  la  surface,  cette  surface  est  un  byper- 
boloïde  à  une  nappe. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  sur  l'hyperboloïde  II,  la  surface 
3  se  réduit  évidemment  au  plan  tan  gent  en  A  considéré  comm» 
double. 


CHAPITRE    X 
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RFSUMi^. 


1.  Un  plan  principal  est  perpendiculaire  à  ses  cordes  conjuguées,  qui  sont  appe- 
lées cordes  principales. 
Si  l'on  désigne  par   «?(«;,  y,  z)    l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans 
l'équation  de  la  quadrique,  et  par  {a,  P,  y)  les  paramètres  directeurs  d'une 
corde  principale,  on  a 


'^  =  1?  =  12  =  2S, 
«         P         Y 


S  étant  racine  de  l'équation 
A-S 


A' -S 
B 


B' 
B 

A" -S 


=  0. 


2.  L'équation  en  S  a  ses  trois  racines  réelles  et  généralement  distinctes. 

Cette  équation  a  une  racine  double  quand,  les  coefficients  B,  B',  B'  n'étant  pas 
nuls,  on  a 

A  -  ?^' -  A'-—  =  A"  -  — , 


ou  quand,  deux  de  ces  coefficients,  B'  et  B",  étant  nuls,  on  6 
(A'- AXA'  — A)-B2  =  0. 
Celle  équation  a  une  racine  triple  lorsqu'on  a 

B  =  B'  =  B"  =  0,  A  =  A'  =  A'. 
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3.   LYqualion  en  S  peut  s'écrire 

S'  —  (A  4-  A'  4-  A")S5  +(A'A"  -B«  +  A"A  —  B'^  +  AA'  —  W')S  -  A  =  0  ; 

comme  elle  a  ses  racines  réelles,  le  signe  des  racines  s'obtient  en  appliquant 
le  théorème  de  Descartes. 


4.  On  peut  séparer  les  racines  de  l'équation  en  S  en  écrivant  cette  équation  sous 
la  forme  donnée  par  Jacobi  : 


-(-=)      s-(v-O)      s-(.- 


7r-l=0. 


5.  A  une  racine   simple    de  l'équation   en  S  correspond  un  seul  plan  principal 
ayant  pour  équation 

S(aj;  4-  p2/  +  yz)-h  Ca  -4-  C'P  +  Cy  =  0. 

A  une  racine   double  do  l'équation  eu  S  correspondent  une  infinité  de  plans 

principaux  passant  par  une  môme  droite. 
A  une  racine  triple  correspondent  une  infinité  de  plans  principaux  passant  par 

un  même  point. 


Ijcux  racines  distinctes  de  l'équation  en  S  déterminent  deux  directions  prin- 
cipales perpendiculaires,  et,  dans  toute  quadriquc,  il  y  a  au  moins  trois  di- 
rections principales  perpendiculaires  deux  à  deux. 


7.  Lorsque  l'équation  en  S  n'a  pas  de  racine  nulle,  la  quadrique  est  un  ellipsoïde 
ou  un  hyperboloïde. 
Lorsque  cette  équation  a  une  racine  nulle,  la  quadrique  est  un  paraboloïde  si 
la  quantité 

d—  GoL~^  C'.3  +  C'y 

n'est  pas  nulle,  et  un  cylindre  cilipliquc  ou  hyperbolique  lorsque  cette  quan- 
tité est  nulle. 
Lorsque  l'équation  en  S  a  deux  racines  nulles,  la  quadrique  est  un  cylindre 
parabolique  si  la  quantité  d  n'est  pas  nulle,   et  un  système  de  deux  plans 
parallèles  si  celle  quaulilé  d  est  nulle. 


On  peut  reconnaître  la  nature  d'une  quadrique  au  moyen  du  tableau   suivant, 
oii  S,,  Sj,  S„  (li'sif'iK^iif  les  i-icincs  de  l'équalion  en  S  : 
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1        RACINES 
deréquatioQ 
eu  S 

FoiiME  DE  l'Équation 
de  la 

QUADRIQUE 

SIGNES 

des 

COEFFICIENTS 

NATUHK  DE  LA    ÛUADRIQUE 

4-  +  -! 

ellipsoïdn  réel 

-t-+-l-0 

cône  imaginaire 

8,8283  ^  0 

S,a;HS,2/^iS3-,"=.u 
A 

)+  +  +  + 

+  +-0 

^  4- 

I 

ellipsoïde  imaginaire 
hypcrboloïde  à  une  uappe 
cône  réel 
livperboloïde  à  deux  nappes 

Si  =0. 

Soî/2  +  S3;^H-2r„.a;  =  * 

+1+1      1     0 
+      1      +    + 
+     +     +     + 

paraboloïde  elliptique 
paraboloïde  hyperbolique 
cylindre  elliptique  réel 
deux  plans  imaginaires 

s,  =  83=0 

S.y^+S3=^  +  D,  =  0 

+    +1    0 

+    !     1 

+  +  + 

cylindre  imaginaire 
cylindre  hyperbolique 
deux  plans  réels 

!S,  =  So  =  0 

S3^=  +  2C,.'c  =  C 

1 

cylindre  parabolique 
deux  plans  parallèles 

Sa  9^0 

832^  +  D,  =  0 

1 

plans  parallèles  imaginaires 

plans  parallèles  confondus 

9.  Les  axes  sont  les  diamètres  perpendiculaires  à  leurs  plans  diamétraux  con- 
jugués. 

Une  quadrique  de  première  classe  a  trois  axes. 

Une  quadrique  de  deuxième  classe  a  un  seul  axe. 

Une  quadrique  de  troisième  classe  a  trois  axes  :  la  ligue  des  centres  et  les  axes 
d'une  section  perpendiculaire  quelconque. 

Une  quadrique  de  quatrième  classe  a  un  axe,  qui  est  l'axe  d'une  parabole 
principale  quelconque. 

Une  quadrique  de  cinquième  classe  a  une  infinité  d'axes. 


10.  Les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  d'une  quadrique  de  première  classe 
sont 


AS," 
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11.   Les  sommets  sont  les  points  où  les  axes  coupent  la  surface. 
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12.  l-es  cocfticicnts  de  l'équalioa  en  S  et  le  liessien  H  sont  des  invariauls,  lorsqu 
les  axes  restent  rectangulaires. 


89.   Démontre)'  V égalité  des  deux  ellipsoïdes  dont  les  équations 
sont 
(  ax  +  by  H-  cz)^  -i-  (a'x  -h  b'y  4-  c'z)-  H-  (a"x  4-  b"y  +  c "z)-  —  1 , 
(ax  +  a'y  +  a"z)2-h(bx  +  b'y  +  b"z)-  +  (cx-f-c/y-t-c"z)-  =  4.  , 

Il  faut  démontrer  que  les  axes  de  ces  deux  ellipsoïdes  sont 
égaux,  et  comme  les  termes  connus  sont  égaux,  il  sufOt  de 
montrer  que  les  racines  des  équations  en  S  de  ces  deux  surfaces 
sont  les  mêmes,  ou  que  ces  équations  ont  les  mêmes  coefficients. 

Le  coefficient  de  —  S^  dans  les  deux  équations  est 

A  -t-  A'  +  A"  =:.  «2  _^  a'^  ^  a"'  -{- b^ -h  h"  +  b"^  +  c^  _t-  c'-  -h  c"^ 

=  a2  +  6^  +  c2  -f-  a'2  +  b'^  -i-  c"  +  a"'-  +  b"'-  -h  c"^ . 

Le  coefficient  de  S  dans  la  première  équation  est 

^A'A"  — B-2)  =  l[[b^-^b''--^b"'-){c'+c'^  +  d'^)—{bc  +  b'c'-\-b"a"f] 

=  l[{bc'  —  cb'f  +  [b'c"  —  c'by  +  [b"c  —  c"^j-^j, 

d'après  l'identité  de  Lagrange,  ou  encore 

{bc'—cb')^+{ca'—ac'fA-[ab'—baf-^{b'c'—c'b'')-+----\-{ba'—ab''ji  ; 

ce  coefficient  est  le  même,  dans  la  seconde  équation. 

Le  terme  connu  dans  la  première  équation  est  le  carré  du 

déterminant 

abc 

h  —    a'     y     d 

a!'     b"    c" 

et,   dans  la  seconde,  ce  terme  est  le   carré  du  déterminant 
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déduit  du  précédent  en  changeant  les  lignes  en  colonnes  et 
inversement. 

L'équation  en  S  est  donc  la  même  pour  les  deux  surfaces  ; 
cette  équation  est 

S»  —  i:a2S2  +  ^[ab'  —  ba'f?>  —  S^  =  0. 


90.  Trouver  la  nature  des  sur/aces  représentées  par  l'équation 

a(x2  +  2yz)  +  b(y2  +  2zx)  +  c{z^  +  2xy)  =  1 , 

et  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  avoir 
une  surface  de  l'évolution  est 

1     .     1  1  n 

abc 

en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

{École  Polytechnique,  1861.) 
L'équation  en  S  est 
S^  —  (a  -4-  *  +  c)S2  —  («2  -^b^-\-c^  —  bc  —  ca  —  ab)^ 

+  [a""  +  lf-^c^—  3abc)  =  0 . 
La  quantité     a^  -\-  b^  -^  c^  —  bc  —  eu  —  ab     est  positive, 
excepté  quand  on  a     a  =  b  =  c,      auquel  cas  cette  quantité 
est  nulle;  comme  le  terme  connu  est  égal  à 

{a  -\-b  -\-  c){a-  -{-b--\-c^~  —  bc  —  ca  —  ab), 
l'équation  en  S  admet  pour  racines 


^  =  a-\-  b  -i-c        et         S  =  rt:  ^a~  -+•  b-  +  c-  —  ab  —  ac  —  ùc. 

Par  conséquent,  si  la  somme  a  -h  b  -i-  c  est  positive, 
l'équation  en  S  a  deux  racines  positives,  et  la  surface  est  alors 
un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Si  la  s)mme  a  +  é  -f-  c  est  négative,  l'équation  en  S  a 
deux  racines  négatives,  et  la  surface  est  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes. 

Quand  on  a     a  -\-  b  -\-  c  =  0,     l'une  des  racines  de  l'équa- 
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tion  en  S  est  nulle  et  les  deux  autres  sont  égales  et  de  signes 
contraires;  la  surface  est  alors  un  cylindre  hyperbolique 
équilatère. 

Quand  on  a  a  =  b  z=  c,.  l'équation  en  S  a  deux  racines 
nulles,  et  la  surface  se  compose  de  deux  plans  parallèles  ayant 
pour  équation 

\ 
x-hy-i-z  =±-p- 
va 

Enfin^  quand  l'un  des  coefficients  a,  è,  c  est  infini,  la  surface 
est  un  cône. 

La  surface  représentée  par  l'équation  donnée  est  de  révolu- 
tion quand  deux  racines  de  l'équation  en  S  sont  égales,  c'est- 
à-dire  quand  on  a 

(a  -h  ô  -h  c)2  =  a-  H-  b^  -H  c^  —  bc  —ca  —  ab^ 
ou 

ab  -\-bc  +  en  ^=  0, 


ou  encore 


111- 

abc 


91.  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan;  trouver 
le  lieu  des  sommets  des  cônes  qui  passent  par  l'ellipse^  et  dont 
Pun  des  axes  de  symétrie  passe  par  le  point  P. 

[École  Normale,  1868.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse  et 
la  perpendiculaire  menée  par  l'origine.  L'équation  du  cône 
qui  a  pour  directrice  l'ellipse  et  pour  sommet  le  point  S,  de 
coordonnées  (a^i,  7/,,  Zi),  est 

7c  •  b^  (2_.,^-_U. 

La  droite  SP  est  un  axe  si  elle  est  perpendiculaire  au  diamètre 
conjugué,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
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^1  (X,  —  ra),  —  Z,x,  I         —  ^(yi  —  3)-,  —  27/,] 


•^1    / 


0-1  —  Zl 


Wy 


^)z^ 


--,.] 


ou,  en  supposant  Zt  différent  de  zéro, 


?/i-P 


//' 


t- 


a?i(a?i  —  g)  H-  Vi(/yi  —  ^)  4-  ^^f 
1 


Le  lieu  du  sommet  S  est  donc  l'intersection  du  plan 

X  —  c.         y  —  fi 


sphère 


r 


^'j 


«)■ 


Le  plan  est  mené  par  le  point  P  perpendiculairement  à  la 
polaire  AB  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipse.  La  sphère  passe 
par  le  point  P,  par  la  projection  G  du  point  P  sur  sa  polaire 
AB,  et  elle  a  son  centre  dans  le  plan  des  xy.  Le  lieu  est  donc  un 
cercle  décrit  sur  PC  comme  diamètre,  dans  le  plan  perpendicu- 
laire au  plan  des  xy. 

SoL-UTiON  GÉOMÉTRIQUE. —  Le  plan  diamétral  conjugué  de  l'axe 
SP  coupe  le  plan  de  Tellipse  sui- 
vant la  polaire  AB  du  point  P  par 
rapport  à  cette  ellipse.  Si  l'on  ap- 
pelle C  la  projection  du  point  P  sui 
la  polaire  AB,  l'angle  CSP  est  droit; 
donc  le  lieu  du  poirit  S  est  le  cer- 
cle décrit  sur  GP  comme  diamètre 

et  situé  dans  le  plan  mené  par  CP  perpendiculairement  au  plan 

de  l'ellipse. 


?^p 


PLANS    PRINCIPAUX    ET    A.KES 


233 


92,  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  de  révolution 
qui  passent  par  une  ellipse  donnée. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse  et  la 
normale  au  plan  de  l'ellipse.  L'équation  d'une  quadrique  pas- 
sant par  l'ellipse  est 

^2x2  _,_  ahf  —  aH)^  H-  k"z^  +  2B?/z  -f-  SlV.xs  +  2G"2  =  0. 

Lorsque  cette  quadrique  est  de  révolution,  l'un  des  coeffi- 
cients B,  B'  est  nul,  et  l'on  a  de  plus,  en  supposant    B  =  0, 

La  surface  est  un  paraboloïde  lorsque  le  discriminant  du 
centre  est  nul,  ou  lorsqu'on  a 

Les  deux  relations  précédentes  donnent 

A"  =  a^  —  ^2  ^  c^  B'  =  dz  bc. 

Les  diamètres  sont  parallèles  à  la  droite  qui  a  pour  équa- 
tions 

y  =  0,  b^x  -^  B':  =:  0  ; 

ils  ont  pour  coefficients  directeurs     B',  0,  —  6^ 
L'axe  du  paraboloïde  a  donc  pour  équations 

W         0         —  6^' 
ou 

l    b\b''x  ^J^'z)-\-  B\A";  +  ÏS'x  4-  Q,")  =  0, 

i  t/  =  0. 

En  faisant    y  =  0,     dans  l'équation  de  la  quadrique,  et  en 

remplaçant  G"  par    — za- — - — —■,    il  vient 

b'x'-  —  (a^  4-  b')2-  =F  — xz  —  a^b^  =  0. 
c 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  coniques  symétriques  par 
rapport  aux  axes,  situées  dans  le  plan  des  zar,  et  ayant  même 
centre    que    l'ellipse    donnée.    Ces    coniques   sont    des    hy- 
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perboles  dont  les  asymptotes  ont  pour  coefficients  angulaires 
;   ces  hyperboles  passent  par  les  extré- 


±7     et 

0 


bc 


mités  du  grand  axe  de  l'ellipse. 

Si  le  coefficient  B'  était  nul,  on  aurait  B^  =  —  i^c^  ce 
qui  montre  que  le  lieu  correspondant  à  cette  hypothèse  est 
imaginaire. 

Solution  géométiuque.  —  Comme  toute  section  elliptique 
d'un  paraboloïde  de  révolution  se  projette  suivant  un  cercle 
sur  le  plan  tangent  au  sommet,  ce  plan  tangent  doit  être 
parallèle  au  petit  axe  de  l'ellipse  donnée  et  doit  faire  avec  le 
plan  de  cette  ellipse  un  angle  ayant  pour  cosinus  -.  L'axe  du 
paraboloïde  doit  se  trouver  dans  le  plan  mené  par  le  grand 

axe  AA',  perpendiculairement  au  plan  de  l'ellipse,  et  doit  faire 

b 
avec  cet  axe  un  angle  ayant  pour  sinus  -• 

L'axe  du  paraboloïde  peut  donc  avoir  deux  directions,  symé- 
triques par  rapport  à  AA',  et  l'on  est  ramené  à  chercher  le 
lieu  du  sommet  d'une  parabole  qui  passe  par  deux  points  et 
qui  a  ses  diamètres  parallèles  à  une  direction  donnée.  . 

Eli  appliquant  le  théorème  de  Pascal  à  l'hexagone  formé  par 
la  tangente  au  sommet  S,  les  droites  AS,  A'S,  les  parallèles 

AD,  A'D'  à  l'axe  menées 
par  les  points  A,  A',  et 
la  droite  de  l'infini,  on 
voit  que  la  droite  DD', 
qui  joint  les  points  oîi 
les  droites  AS'  et  AS 
coupent  les  droites  AD 
et  A'D',  est  perpendicu- 
laire aux  droites  AD, 
A'D'.  Les  droites  AD', 
A'D  décrivent  des  fais- 
ceaux homographi- 
ques  ;  par  conséquent, 
le  lieu  du  point  S  est  une  conique  passant  par  les  points  A 


D  ^-- 
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et  A'.  Cette  conique  a  évidemment  pour  centre  le  milieu  0  de 
AÂ',  et  pour  asymptotes  la  parallèle  menée  par  0  à  la  droite 
AD  et  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  point  E  de  AG  tel  que 
AE  soit  le  quart  de  AC,  en  supposant  que  AG  soit  égal  à  2c  et 
A'C  à  26. 

Le  lieu  se  compose  de  cette  hyperbole  et  d'une  autre,  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  AA'. 


93.  Deux  ellipses  ont  leur  centre  en  un  même  point  et  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites.  Déterminer  le  lieu  d'un 
point  tel  que  les  cônes  ayant  ce  point  pour  sommet  commun,  et  les 
deux  ellipses  pour  directrices,  soient  égaux. 

[Concours  général,  1870.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellipse  et  la 
perpendiculaire  menée  par  le  centre;  les  équations  des 
ellipses  sont 

—  -h/,,  — 1=0,  z=0. 

L'équation  du  cône,  ayant  pour  base  la  première  de  ces 

ellipses  et  pour  sommet  le  point  (a,  p,  y)>  s'obtient  en  éliminant 

k  entre  les  équations 

i^  +  kxY        i^-hky)-^  _ 

a%l^ky      b^{i-hky 

y^kz  =  0; 
on  trouve 

L'équation  du  second  cône  se  déduit  de  la  précédente  en 
remplaçant  a  et  ô  par  a'  et  b'. 

Ges  deux  cônes  sont  égaux  si  les  équations  en  S,  relatives  à 
ces  cônes,  ont  leurs  racines  proportionnelles. 

Comme  l'équation  en  S  du  premier  cône  est 
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il  faut  que  l'on  ait,  en  supposant  y  différent  de  zéro, 

1 i  =  k[ 1 — 1  )  , 

a^  +  p-  +  f  —  «-  —  ^-    _    ,.3  a^  -+-  ?-  +  f  —  "'■  —  b'- 


k' 


a"b'^  =  k^a'b\ 
La  dernière  de  ces  équations  donne 

\,  au  I 
ce  qui  détermine  k. 

La  seconde  équation  donne 

/;(  a2  4-  p2  +  ^2  _  a2  _  ^S')    _    a2  +   ^2  4_  ^2  _  a'2  _  /y2  ; 

elle  représente  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayon  la  racine  carrée  de 

__  a'-  -+■  b'-  —  kUr  -+-  b-) 

La  première  équation  peut  s'écrire,  eu  tenant  compte  de  la 
précédente, 


a^  b~  \     a!-  b'~ 

elle  représente  un  cylindre  du  second  ordre  dont  l'axe  est  Oz. 

Le  lieu  cherché  est  à  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cy- 
lindre du  second  ordre;  c'est  une  conique  sphérique. 

On  peut  supposer  que  l'on  ait  A' <  1,  en  prenant  pour 
première  ellipse  celle  qui  a  la  plus  grande  surface. 

Lorsque  l'on  a    k  <  1,     la  sphère  obtenue  n'est  réelle  que 

si  l'on  a 

a'-+  b''':>h[a--^b-)^ 
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(rt'2 


> 


(a2  4-  /y2)3 


a!-h'-  a-b^ 

Pour  que  la  courbe  obtenue  soit  réelle,  il  faut  de  plus  que  le 
cylindre,  dont  l'équation  est 


a2 


(^ 


b'-j 


fi        h\  . 


a"-/  \/i-      a^      b^       b^/ 

soit  réel,  et  que  son  plus  petit  axe  réel  soit  inférieur  à  R. 

Lorsque  l'on  a  k  =  l,  les  deux  ellipses  ont  même  aire,  et 
si  a'^  -H  //*  n'est  pas  égal  à  a^  -+-  b'^,  le  lieu  se  transporte 
à  l'infini. 

Lorsque  l'on  a  ab'  =  ab  et  a'-  -i-  b'-  —  a^-\-  b- ,  il  en 
résulte  que  l'on  a    a  =  a'    et    b  =  b'    ou    a  :=  b'    et    b  =  a'. 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  ellipses  données  coïncident,  et 
tous  les  points  de  l'espace  répondent  à  la  question. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  ellipses  sont  égales  sans  coïn- 
cider ;  l'équation  de  la  sphère  devient  une  identité,  et  la  se- 
conde équation  donne  «•'  =  p^  en  supposant  a  différent 
de  b,  sans  quoi  on  aurait  a  =  a  =b-=b'  \  donc  le  lieu  se 
compose  alors  dos  plans  bissecteurs  du  dièdre  xOzy . 


94.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  révolution 
pour  lesquels  trois  points  donnés  sont  les  extrémités  de  trois  dia- 
mètres conjugués. 

{Agrégation,  1871.) 

Prenons  pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  au  plan  des 
trois  points  donnés  et  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  droites  de 
ce  plan.  Appelons  {x^,  y,,  0),  (xa,  y^,  0),  {x^,  y^,  0)  les  coor- 
données des  points  donnés  et  (a,  p,  y)  celles  du  centre  de 
l'ellipsoïde:  L'équation  de  l'ellipsoïde  est  de  la  forme 


X      y 

z    i 

2 

X      y      z     l 

2 

X      y 

z 

^1      î/i 

ï    1 
0     1 

1 

a       ^       Y     1 

J?2       2/2       0       1 

1 

a       P 

0 

a;-2    2/2 

0     1 

X,    yi    0    i 

Xi    2/1 

0 
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et  cette  surface  passe  par  les  points  donnés  si  l'on  a 

xi    yi    i  ^ 
k  =  k'  =  k"  =  y     Xî     1/2     i 
X3     1/3     1 

Les  ellipsoïdes  pour  lesquels  les  trois  points  donnés  sont  les 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  ont  pour  équation 

-^    «(yi  —  y2)—K^l—X2)-+-Xiy2—y^X2  j z  ■+-  T(a?iî/2  —  î/ia^a)] 

La  section  par  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

a?i    yi     1 

^—x{yi  —  y2)-i-y{xi  —  x2)-h{Xiy2  —  yiXi)f=    x^    y^    1 

X3      t/3       1 

cette  conique  est  fixe,  et  si  l'on  prend  pour  axes  des  x  et  des 
y  ses  deux  axes,  on  a 

^iVi—y^K^i  —  a?2)  =  0,  2(7/1  —  y^Kxiy^^yix^), 

l{xi  —  Xi){Xiy2  —  y  1X2)  =  0. 
Les  coefficients  des  termes  du  second  degré  sont,  en  tenant 
compte  des  relations  précédentes, 

A  =  f^y,  -  tj.)\ 

A'  =  Y'S^a?!  —  Xif^ 

A"  r:^  a%y^  —  y,Y  +  p'l{x,  —  x,Y  +  ^x^y^  -  y,x,y, 

B=-^yl{x^  —  x,)\ 

B'  =  —  aYS(Tji  —  y;,\ 

B"  =  0. 
Comme  1''  coefficient  B"  est  nul,  il  faut  que  l'un  des  coeffi- 
cient- B.  U'  soit  nul,  et  que  l'on  ait  p  =  0  ou  a  =  0, 
pour  (ue  1  -iirface  soit  de  révolution  ;  en  supposant  que  l'on 
ait  (5  =  1)  la  condition  pour  que  l'ellipsoïde  soit  de  révo- 
lution est 
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(A-A')(A"  — A')-B'^  =  0, 
ou 

ou  encore 

7-4-  T-  =   ^iXAh  —  ViX^Y, 

en  posant    a^  =  2(a7,  —  x^f^     b^  =  l{yi  —  y^f. 
Si  l'on  prend    a  =  0,     on  trouve,  pour  le  lieu  du  centre, 


32  Y^ 


Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  deux  coniques,  une 
ellipse  et  une  hyperbole,  siluées  dans  les  plans  perpendicu- 
laires au  plan  déterminé  par  les  trois  points  et  menés  par  les 
axes  de  la  conique  qui  passe  par  ces  trois  points  et  qui  admet 
pour  centre  le  centre  de  gravité  du  triangle  ayant  ces  points 
pour  sommols. 

Solution  géométrioue.  —  Soient  L,  M,  N  les  trois  points 
donnés  et  0  le  centre  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  OL, 
OM,  ON  pour  diamètres  conjugués.  Le  plan  tangent  en  N  à 
l'ellipsoïde  est  parallèle  au  plan  OLM;  ?a  trace  sur  le  plan 
LMN  est  parallèle  à  la  droite  LM  ;  donc  la  section  de  l'ellip- 
soïde par  le  plan  LMN  est  une  coniqurcirconscrite  au  triangle 
LMN,  telle  que  les  tangentes  aux  sommets  de  ce  triangle  soient 
parallèles  aux  côtés  opposés.  Cette  conique  est  bien  détermi- 
née; elle  admet  pour  centre  C  le  centre  de  gravité  du  triangle 
LMN.  L'un  des  axes  AA',  BB'  de  cette  ellipse  est  la  projection 
de  l'axe  de  l'ellipsoïde  de  révolution  sur  le  plan  LMN,  et  le 
lieu  des  centres  se  compose  de  deux  courbes  planes  situées 
dans  les  plans  perpendiculaires  au  plan  LMN  et  qui  passent  par 
l'une  des  droites  AA',  BB'. 

Si  l'on  considère  le  parallélépipède  forn^é  par  les  plans 
OLM,  OMN,  ONL  et  par  les  plans  tangents  en  L,  M,  N;  la  dia- 
gonale OS  coupe  le  plan  LMN  au  point  C,  et  l'on  a  OS  =30G; 
mais,  si  l'on  appelle  d   la  longueur  du  dcmi-diamclre   OD, 

MOSN.  —   III  16 
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passant  par  le  point  G,  on  a    OC  X  OS  =  d*    et,  par  suite, 
30g'  =  dK 

Si  OE  est  le  demi-diamètre  conjugué  de  l'axe  AA',  dans  la 
section  faite  par  le  plan  OAA',  on  a 

CÂ'      ÔC'       ,  „   ,  2      3—2      3, 

rrrrH ;:  =  1,  d  OU  OE  =  -  CA  = -a^  ; 

OE^      ÔD^  2  2' 

on  trouve  de  môme  que  le  demi-diamètre  parallèle  à  l'axe  BB', 

3 2 

c'est-à-dire  le  demi-axe  équatorial,  a  son  carré  égal  à  -  CB  , 

3 

ou  à  -b^.  Si  l'on  appelle   6  l'angle  des  diamètres  OD  et  OE, 

p  et  p'  les  longueurs  OD  et  OE,    X  le  demi-axe  non  équato- 
rial, on  a  

p2  +  p'2  =  3^.  +  X.,  pp' sin  6  =-- ÂXy/A 

En  éliminant  X,  on  trouve 

et,  si  l'on  appelle  x,  tj  les  coordonnées  du  point  0,  en  prenant 
pour  axes  la  droite  AA'  et  la  perpendiculaire  en  C,  l'équation 

du  lieu  est 

a-7i-        b'^  —  a^ 


+  ^  =  7^' 


h^  —  (l^         b-^ 

On  trouve  de  même,  dans  le  plan  passant  par  l'autre  axe    BB', 
Le  lieu  se  compose  donc  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole. 


95.  On  considère  une  parabole  P  et,  sur  celte  cuurbe,  un  point X 
qui  se  projette  sur  l'axe  au  foyer  de  la  courbe  ;  trouver  le  lieu  des 
sommets  des  sections  faites  dans  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base 
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la  parabole  P,  par  des  plans  passant  par  la  normale  en  K  à  cette 

parabole. 

[École  Polytechnique,  1881.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  de  la  parabole,  la 
tangente  au  sommet  0  et  la  perpendiculaire  Oz  au  plan  de  la 
parabole. 

Les  équations  de  la  normale  au  pointA  (^,  p,  Oj  sont 

3» 

^  +  ?/  =  -f'  2  =  0. 

Un  plan  quelconque  passant  par  cette  normale  a  pour 
équation 

(1)  a:-^~y~-U-^  =  Q, 

et  un  diamètre  quelconque  de  la  section  est  défini  par  cette 
équation  et  la  suivante  : 

(2)  y  =h. 

La  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre  se  trouve  à  l'inter- 
section du  plan  sécant  et  du  plan  tangent  au  cylindre  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  — ,  /^etO;  cette  tangente  est  définie 
par  les  équations  (1)  et 

(3)  230;-%  +  -^  =  0. 

Les  paramètres  directeurs  de  cette  tangente  sont 

Ih,  Ip,  h  -+•  p, 

et,  comme  ceux  du  diamètre  sont 

X,  0,  1, 

les  deux  droites  sont  perpendiculaires  si  l'on  a 

l^h-i-h  -i-p  =  0. 

En  éliminant  l  et  h  entre  cette  relation  et  /es  équations  (1) 
et  (2),  on  obtient  l'équation  du  lieu  des  axes  des  sections 

Cette  surface  réglée  du  troisième  ordre  coupe  le  plan  de  la 
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parabole  suivant  l'axe  de  la  parabole  et  la  normale  en  A  consi- 
dérée comme  droite  double. 

Cette  surface  coupe  le  cylindre  suivant  le  lieu  cherché.  La 
projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  yOz  a  pour  équation 

AnHy-{-p) 
Cette  projection  est  une  courbe  du  cinquième  ordre,  symé- 
trique par  rapport   à  Oy,  et  comprise  entre  les  droites  dont 
les  équations  sont 

y  =  0  et  y  =  —.p; 

cette  courbe,  qui  a  pour  asymptote  cette  dernière  droite,  est 
tangente  en  0  à  Oz,    et  elle  admet  pour  points  doubles  isolés 
les  points  qui  ont  pour  coordonnées     {p,  0)     et    ( — 3p,  0). 
Le  lieu  des  sommets  considérés  est  donc  une  courbe  gauche 
du  sixième  ordre,  symétrique  par 
rapport  au  plan  delà  parabole,  tan- 
gente en  0  à  Oz,  et  asymptote  à  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  A', 
symétrique  du  point  A  par  rapport 
au  foyer  F.  Cette  courbe  admet  deux 
points  doubles  isolés  dont  les  coor- 


données   sont 


(|.o) 


et      -^» 


—  3/9,  Oj;     ces  points  sont  à  l'inter- 
section de  la  parabole  P  avec  la  nor- 
male en  A;  on  les  obtient  lorsque 
la  section  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  parabole. 


96.  On  donne  deux  droites  fixes  A  et  A'  gui  ne  se  rencoritrent 
pas;  par  ces  deux  droites  on  fait  passer  des  surfaces  (S)  du 
second  ordre  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  longueurs 
algébriques  des  axes,  ainsi  que  le  produit  de  ces  mêmes  longueurs, 
sont  des  quantités  constantes  et  données. 
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1°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  (S). 

2"  Considérant  une  quelconque  des  surfaces  (S)  et  le  centre  I 
de  cette  surface,  on  mène  par  le  point  I  une  droite  rencontrant 
les  deux  droites  fixes  en  D  ef  D';  calculer  la  distance  DD'. 

3"  Par  les  points  D  et  D',  on  mène  des  plans  respectivement 
perpendiculaires  aux  droites  A  ef  A'  ;  trouver  le  lieu  des  intersec- 
tions de  ces  plans, 

{Agrégation,  1872.) 

1°  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  perpendiculaire 
commune  aux  deux  droites  et  les  bissectrices  des  parallèles  aux 
droites  menées  par  le  milieu  de  la  plus  courte  distance. 
Les  équations  des  droites  sont 

\   z  —  c  =  0,  {   z-\-c  =iQ, 

i.  y  —  mx  =  0;  (   ?y  +  '""^  =  0. 

Toute  quadrique  (S)  passant  par  ces  deux  droites  a  pour 
équation 

(y—mx)[iL{z-hc)-h'^{y-\-mx)]-{-{z—c)[oL'{z-\-c)-h^'{y-hmx)]  =  0, 
ou 

p(?/2— 7«V)4-a'(22— c-^)4-(13'+a)(27/— mca?)+(p'— a)(wa?z— c?/)=0, 
ou  encore 
y2  —  „^2^i  _|_  x(22  _ c^)  4-  2'^{zy  —  mcx)  ^-  2v(7nxj  —  cy)  =  0. 

Les  équalions  du  centre,  qui  sont 

ma?  -f-  p.c  —  vz  =  0, 

y  -i-  [j-z-^  vc  =  0, 
"kz  -h  ixy -\-  vmx  =  0, 
donnent,  puisque    X  —  jjl^  +  v^    est  différent  de  zéro, 

X  = 5  ?/  =  vc,  z  =  0, 

et  Ton  voit  que  le  lieu  des  centres  est  une  courbe  située  dans 
le  plan  des  xy. 
En  transportant  l'origine  au  centre,  le  terme  connu  devient 
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et  si  l'on  appelle  Si,  S2,  S3  les  racines  de  l'équation  en  S,  P  et 
--  /i"  la  somme  algébrique  et  le  produit  des  carrés  des  demi-; 
axes,  on  a 

S,S,S3 
mais  l'équation  de  la  surface  (S)  donne 

S1S2  -h  S0S3  -H  S3S1  =  —  (m"  +  v^w^  ^_  j,.2  _|_  )  „j2  _  X), 

8,8283  =  —  m^(X  —  [Ji^ -h  v2), 
et  l'on  en  tire 

m^(^l  _  (,2  +  v2)  =  ^  =  l[  (>.  _  1^'^  H-  v^)% 
ou 

et 

,n'i  +  v^m"  -H  (Jt''  +  ).m^  _  X  =  ^  (X  -  [^^  +  v8)2  =  -—  • 

/i   //i  7ÏICC 

En  remplaçant  X  par    [jl^  —  v^  ±  — ^ ,     ^  par et  v 

V 
par  - ,  on  trouve  pour  le  lieu  des  centres 

m^a;^  ^  ,f  =  (j,^  _  c2)m^  ±  hhn{i-m')^ 

Ce  lieu  se  compose  donc  de  deux  ellipses  semblables  ayant 
leurs  axes  dirigés  suivant  Oa?etOî/;  chacune  de  ces  ellipses 
"  est  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  le  second  membre  est 
positif  ou  négatif. 

Lorsqu'on  a    m  =  4,     les  droites  A,  a'  sont  rectangulaires, 
et  les  deux  ellipses  se  réduisent  au  cercle 
x^  +  y^  =  k^—  c\ 
2°   Les  équations  d'une  droite  DD'  menée  par  le  point  I 

(oci— ;,     yi  =  vc,     zj  =  0)     sont 

a?  —  Xi  _  y  —  ?/i  __  z  _ 
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Cette  droite  rencontre  les  droites  A  et  ^'  si  l'on  a 

—  11.  s  —  !!!^  —  £ 

*  ~  m?  '  ~    p    '  ~  p 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

il  vient 

m-  me 

La  longueur  ID  est  constante  et  elle  a  deux  valeurs,  qui  cor- 
respondent aux  deux  ellipses  décrites  par  le  point  ï;  il  en  est 
de  même  de  la  distance  DD',  double  de  ID. 

3°  L'équation  du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  A,  mené 
par  le  point  D  ayant  pour  coordonnées 


est 


a"i  +  —  5  Vi  -+-  inxi . 

m 


X  —  X,  —  —H-  m{y  —  xjx  —  mxi)  =  0; 


celle  du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  a',  mené  par  le  point 
D',  est 

ce  —  a;,  +  —  —  m  [y  —  y  i  -{-  mxx)  =  0. 

Ces  deux  équations  donnent 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  lieu  du  centre  I, 
il  vient 

{i-\-m^y  -^  cm 

ou 


Le  lieu  de  l'intersection  des  deux  plans  considérés  se  com- 
pose donc  de  deux  cylindres  droits  ayant  O2  pour  axe. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  m  =  1,  les  deux  cylindres  se  con- 
fondent en  un  seul. 
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Solution  géométrique.  —  1"  et  2°.  Le  milieu  I  de  DD'  se 
trouve  dans  le  plan  P  parallèle  aux  droites  A,  ^\  et  équidis- 
tant  de  ces  droites.  Le  plan  tangent  en  D  à  la  surface  S  de- 
vant contenir  la  droite,  et  le  plan  tangent  en  D'  devant  con- 
tenir la  droite  ^',  ces  deux  plans  tangents  sont  parallèles  au 
plan  P. 

Les  axes  2a,  2è  de  la  section  d'une  surface  (S)  par  le  plan  P 
et  la  droite  DD'  forment  trois  diamètres  conjugués,  et,  d'après 
renoncé,  le  volume  du  parallélépipède  construit  sur  ces  dia- 
mètres est  constant;  mais,  puisque  la  hauteur  2ç  de  ce  paral- 
lélépipède est  constante,  le  produit  ab  est  constant.  On  sait  que 
les  sections  faites  dans  une  quadrique  par  des  plans  parallèles 
sont  semblables,  d'oîi  il  résulte  que  les  asymptotes  de  la  sec- 
tion par  le  plan  P  sont  parallèles  aux  droites  A  et  A';  donc  le 

rapport-  est  aussi  constant,   ainsi  que  le  produit  ab,  ce  qui 

montre  que  a  et  b  sont  fixes. 

Comme  on  a,  d'après  le  premier  théorème  d'Apollonius, 

ÎD'±(a2— 6-)   rr:   /,% 

A  la  longueur  ID  est  cons- 
tante et  a  les  deux  valeurs 
v/A'2  ±(b^  —  a^)  ;  ■  la  lon- 
gueur DD',  double  de  ID, 
est  aussi  constante. 

Soient  S,  o'  les  projec- 
tions des  droites  A,  A'  sur 
le  plan  P,  et  d,  d' les  projec- 
tions des  points  D,D'  sur 
ce  plan;  on  a 


]d 


Uï 


Dd 


ur 


c'  -^  k'±{b'  —  a')—c' 


ce  qui  montre  que  la  droite  dd'  a  une  longueur  constante. 
Puisque  cette  droite  constante  glisse  sur  deux  droites  fixes  8, 
8',   son   milieu   I   décrit  une  ellipse,  et  comme    dd'   a  deux 
valeurs,  le  lieu  des  centres  I  se  compose  de  deux  ellipses, 
Dansle  casoùlesdroites  A,  A'sontrcclongulaires,  on  a    a  =  b, 
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et  lalongueurc?âî' n'a  qu'une  valeur  2v/A:^  —  c^  ;  le  milieu  Ida 
la  droite  dd'  décrit  alors  un  cercle,  puisque  les  droites  8,  8' 
sont  perpendiculaires. 

Z"  Les  plans  perpendiculaires  en  D  et  D'  aux  droites  a  et  a' 
se  coupent  suivant  une  perpendiculaire  au  plan  P,  qui  en- 
gendre un  cylindre.  Les  traces  o?M,  rf'M  de  ces  plans  sur  le 
plan  P  sont  perpendiculaires  aux  droites  o,  8',  et  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  Odd'  a  pour  diamètre  OM  ;  mais  ce  cercle 
est  constant,  puisque  la  corde  dd'  et  l'angle  dOd'  sont  constants, 
et  le  point  M  décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  0. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  de  deux  cylindres  de  ré- 
volution autour  de  Oz.  Ces  deux  cylindres  se  confondent  lors- 
que les  droites  A,  a'  sont  perpendiculaires. 

97.  On  donne  une  parabole  et  un  point  11  dont  la  projeç' 
lion  orthogonale  sur  le  plan  de  la  parabole  est  au  sommet  de  cette 
parabole. 

1°  Trouver  V équation  générale  des  surfaces  de  révolution  du 
second  ordre  qui  passent  par  la  parabole  P  et  par  le  point  H. 

2°  Déterminer  le  nombre  de  celles  de  ces  surfaces  dont  l'axe 
passe  par  un  point  A  donné  dans  le  plan  Q,  qui  contient  le 
point  H  et  l'axe  de  la  parabole  P. 

3°  Classer  les  mêmes  surfaces  quand  le  point  A  se  meut  dans 

le  plan  Q. 

[Agrégation,  1876.) 

1°  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  de  la  parabole, 
la  tangente  au  sommet  et  la  projetante  du  point  H.  L'équation 
générale  des  quadriques  de  révolution, 

j;.2  _|_  ,^2  _,_  22  _  (/a;  _j_  y^iy  .^n^f^   9(^y;  4.  9(^' y  ^  gC"^  +  D    =   0, 

représente  une  surface  passant  par  la  parabole     [if  —  2/>a7  =  0, 
z  =  0)     et  par  le  point    H;0,  0,  2/i)    quand  on  a 
/crril,     m  =  0,     Q.=  —p,     G'=0,     a'=h[n^  —  i),     0-^0. 
L'équation  générale  cherchée  est  donc 

y^  H-  {z^  —  2^/i)(  1  —  X2)  +  2).a-z  -  2/).r  ==  0, 


250  PLANS    PRINCIPAUX    ET    AXES 

en  posant  X  =  —  /n  =  =F  n. 

2°  L'axe  de  la  quadrique  représentée  par  celte  équation  est 
perpendiculaire  au  plan  x  —  Iz  =  0,  et,  comme  il  passe  par 
le  centre  de  la  quadrique,  ses  équations  sont 

y  =  0,        z  —  h-hl{x—p)-i-hl^=zO. 

Cet  axe  enveloppe  la  courbe  ayant   pour  équation,  dans  le 

plan  Q, 

{x  —  îïf  —  U{z  —  h)  =  0. 

C'est  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  point  {x  =  p, 
z  =  h),    pour  paramètre  2/i,  et  pour  directrice  l'axe  des  x. 

Pour  tout  point  A  du  plan  Q,  extérieur  à  celte  parabole,  il 
passe  deux  tangentes  à  la  parabole,  qui  sont  les  axes  de  deux 
quadriques. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  la  parabole,  il  n'y  a  plus  qu'une 
quadrique  dont  l'axe  passe  par  ce  point,  et  lorsque  le  point  A 
est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  aucune  quadrique  ne  répond  à 
la  question. 

3' Pour  classer  ces  surfaces,  lorsque  le  point  A  varie  dans  le 
plan  Q,  nous  remarquons  que  la  section  méridienne  {y  =  0) 
est  du  genre  hyperbole,  excepté  pour  1  —  0,  qui  donne  une 
parabole.  La  quadrique  est  donc  un  paraboloïde  elliptique  si 
X  est  nul  et  un  hyperboloïde  ou  un  cône  si  X  n'est  pas  nul. 

Pour  trouver  la  nature  des  hyperboloïdes,  nous  cherchons 
les  points  d'intersection  de  l'axe  avec  la  méridienne. 

En  appelant  a  l'abscisse  du  point  où  l'axe  touche  la  para- 
bole, on  a 


2/i 

et,  en  remplaçant  dans  l'équation   de  la  méridienne    X   par 
cette  valeur  et  x  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  l'axe, 

h  —  z       w -h  a      2/i(z — h) 

x  =  p  —  i.h  -\ -—  =  '—- \ ^ '-, 

)-  2  <x--p 

on  obtient  l'équation 

4/z2  +  (n  — a)2        .        4/t2-|_(p_a)2  4/^2  _f_  «2  _  «2 

■ Z^  —  f) Z  4-  p =  0. 

4/i^  hip  —  cx)  p  —  a 
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Cette  équation  a  ses  racines  réelles  ou  imaginaires  suivant 
que  le  réalisant 

afa  _  (p  _  2/t)]ra  -  (p  +  2/i)] 

est  positif  ou  négatif,  et  l'hyperboloïde  est  à  deux  nappes  ou  à 
une  nappe. 

Lorsqu'on  suppose  p  supérieur  à  2^,  l'hyperboloïde 'est  à 
deux  nappes  pour  a  négatif  et  pour  a  compris  entre  p  —  2/i 
et  p-h'^h;  l'hyperboloïde  est  à  une  nappe  pour  a  compris 
entre  0  et    p  —  2h    et  pour  a  supérieur  à    /îh-SA. 

Lorsqu'on  suppose  p  inférieur  ou  égal  à  2/i,  les  valeurs  0 
et     p  —  2h     s'échangent  ou  se   confondent,   ou   encore,    le 

point  M  vient  à 
gauche  de  L,  et  il 
se  confond  avec  L 
pour    p  =  2^. 

Pour  trouver  la 
nature  des  sur- 
faces dont  l'axe 
passe  par  un  point 
A  du  plan  Q,  on 
mène  parce  point 
supposé  extérieur 
à  la  parabole  les 
tangentes  à  cette  courbe,  et  l'on  examine  la  position  des  points 
de  contact  par  rapport  aux  points  L,  M  et  N.  Les  deux  sur- 
faces sont  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  si  ces  points  se  trou- 
vent sur  les  arcs  LM  et  NR;  ces  surfaces  sont  des  hyperbo- 
loïdes à  deux  nappes  si  les  points  de  contact  se  trouvent  sur 
les  arcs  KL  (ou  KM  si  l'on  a  p  «<  2A)  et  NR  ;  enfin  l'on  a 
un  hyporboloïde  de  chaque  espèce  si  un  seul  point  de  contact 
se  trouve  sur  les  arcs  LM  et  NR. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  la  tangente  au  sommet  S,  l'un 
des  hyperboloïdes  devient  un  paraboloïde. 


98.    On   donne  une  sphère  S  et  sw  celle  sphère  un  cercle  G 
el  un  point  T. 
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1°  Démontrer  quHl  y  a  deux  paraboloïdes  passant  par  le  cer- 
cle G  el  tangents  à  la  sphère  au  point  T. 

2'  Démontrer  que  les  axes  de  ces  paraboloïdes  sont  dans  un 
même  plan  et  trouver  le  lieu  de  leur  point  d'intersection  quand  le 
point  T  se  meut  sur  la  sphère. 

3°  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  des  sommets  de 
ces  paraboloïdes. 

4°  Soient  T  et  T  deux  points  diamétralement  opposés  sur  la 
sphère  S;  au  point  T  correspondent  deux  paraboloïdes  P  'etÇ^; 
mi  point  T'  correspondent  deux  autres  paraboloïdes  P'  et  Q'. 
Trouver  le  lieu  engendré  par  la  courbe  d'intersection  de  chacun 
des  paraboloïdes  P  et  Q  avec  chacun  des  paraboloïdes  P'  et  Q', 
quand  on  fait  varier  la  direction  du  diamètre  TT. 

[Agrégation,  1885.) 

10  Prenons  pour  axes  deux  droites  rectangulaires  menées 
parle  centre  0  de  la  sphère  S  parallèlement  au  plan  du  cercle 
€  et  la  perpendiculaire  en  0.  Le  cercle  G  a  pour  équations 

(    ar^ -h  î/ -H  2»  _  1^2  -,  0, 

j  z  —  h  =  0; 

le  plan  tangent  au  point  T(a?,,  j/i,  zi)  de  la  sphère  a  pour 

équation 

xxi  -j-  yyi  -h  zzi  —  11^  =  0, 

et  une  quadrique  passant  par  le  cercle   G  et   tangente  en  T 
à  la  sphère  a  pour  équation 

(1)  ^{z  —  h){xx,-hyyi-^zZi—R')  —  l{x''-i-ij^+z^  —  R'')  =  (j. 

Cette  quadrique  est  un  paraboloïde  quand  le  discriminant 

du  centre 

miZi  —  l'-hxl-^y\) 

est  nul,  ou  quand  on  a,  en  écartant    X  =  0, 

l'  —  2lz,-{-zl  —  W  =  0, 
c'est-à-dire 

l  =  z,±  R. 

11  existe  donc  deux  paraboloïdes  passant  par  le  cercle  C  et 
tangents  en  T  à  la  sphère.  L'équation  de  l'un  de  ces  parabo- 
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loïdes  s'obtient  en  remplaçant  X  par  zi  -i-  R  dans  l'équa- 
tion (1),  et  celle  de  l'autre  paraboloïde  se  déduit  de  la  précé- 
dente en  changeant  R  en    —  R. 

2o  L'axe  d'un  paraboloïde  est  le  diamètre  conjugué  des  plans 
perpendiculaires  aux  diamètres,  et  comme  les  coefficients  di- 
recteurs des  diamètres  du  premier  paraboloïde  P  sont 

l'axe  de  ce  paraboloïde  a  pour  équations 
xi       yi       ^1 4-  R  ' 


ou 

X 

.y 

_xxi-\-ijyi-h 

zz,  —  R2  - 

-R{z-h)- 

-(2iH- 

î{)z 

Xi 

\\  (2z  -  h]  -f-  IV 
^ï  H- y? -+■(«.-+-«)' 

22:- 

22 

-/«H-R 
1-+-2R 

L' 

axe 

de  l'autre  parai 

X 
X, 

loloïde  Q  a 
_  y  _  2.- 

pour  équati 
-h—R 

ons 

'!/."    2. 

,  — 211 

Les  axes  des  deux  paraboloïdes  P  et  Q  sont  dans  le  plan 
mené  par  Oz  et  passant  par  le  point  T. 
Pour  le  point  de  rencontre  des  axes  de  ces  paraboloïdes, 

on  a 

X  _  y  _  2z—h-\-R  _  2z—h  —  R  _  1  ^ 

7,"  ^i~    22:,  H-  2R    ~  "22,  —  2R    ""  2  ' 
l'équation  du  lieu  de  ce  point  est  donc 

Ce  lieu  est  une  sphère  ayant  pour  centre  le  milieu  de  OC  ot 
pour  rayon  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère. 

3°  L'équation  du  lieu  du  sommet  du  paraboloïde  P  s'obtient 
en  éliminant  Xi,  yt,  Zj  entre  les  équations  de  l'axe,  l'équation 
du  paraboloïde  et  celle  de  la  sphère.  En  remplaçant 

ar,.   7/,.    z,  +  n 
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par  kx,  ky,     kiz —  j     dans  les  deux  dernières  équa- 
tions, on  trouve 

=  2ll(R  +  z)(z— /i), 

en  éliminant  k  entre  ces  deux  équations  et  en  simplifiant,  il 
vient 

,  „        J       3/i  — il\       /        /«  — ll\',       „,       ^ 

Celte  équation  représente  une  surface  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  z.  La  méridienne  est  une  cubique  asymptote  à  la 
droite  ayant  pour  équation 

3/i  — R 

et  comprise  entre  cette  'droite  et  la  tangente  au  cercle  qui  a 

pour  équation 

^  =  R. 

Cette  cubique  passe  par  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle 
C  situé  dans  son  plan  et  elle  admet  le  pointD,  situé  sur  Oz  à  une 
^  -        h  —  R 

distance  de  0  égale  à    — - — ,     pourpoint  double  isolé.  L'a- 

ot  ri 

symptote  passe  par  le  milieu    de  CD  puisque    est 

égal  à  la  demi-somme  de  h  et    ■ — 

L'équation  du  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  Q  s'obtient 
en  changeant  R  en  — R  dans  l'équation  des  paraboloï- 
des P.  Ce  lieu  est  une  surface  de  révolution  dont  la  méri- 
dienne a  pour  équation 

Cette  courbe  du  troisième  ordre  est  comprise  entre  les  droi- 
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les    z  r=:  —  fî,     z  =  —- — ,    etelle  admet  cette  dernière  droite 

2 
pour  asymptote. 

4«*  Les  équations  des  paraboloïdes  P'  et  Q'  qui  correspon- 
dent au  point  T' s'obtiennent  en  changeant  xi,  yi,  Zi  en  —  Xi, 
—  7/1,  —  Zj.  L'équation  du  lieu  engendré  par  la  courbe, d'in- 
tersection des  paraboloïdes  P  et  P'  s'obtient  en  éliminant  xi, 
yi,  z\  entre  les  équations  de  ces  paraboloïdes 

^[z  —  h)[xx,^xjyi  4- z^Tj  — R2)  —  (2i-+-R)(a;-2-h  1/  +  z^  —  R^)  =  0, 
2(:;  — /i)(.raiH-y?yi+zzi-i-R2)— (3i— R)(a;2+t/24.a2_f^2)  ^  q; 

cette  élimination  se  fait  immédiatement  en  retranchant,  et 
l'on  trouve 

W.{z  —  h)  +  x^-\-y^  +  z^  —  W  =  0, 
ou 

x^  +  iy^  H-  (z  +  R)-  ~  2R(R  +  h)  =  0. 

Ce  lieu  est  une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  B,  'dont  les 
coordonnées  sont  0,  0,     —  R,     et  passant  par  le  cercle  G. 

L'intersection  des  deux  paraboloïdes  P  et  Q'  engendre  une 
sphère  ayant  pour  centre  le  point  B'  (0,  0,  R)  et  passant  par  le 
cercle  G. 

Les  paraboloïdes  P  et  Q',  ainsi  que  les  paraboloïdes  P'  et  Q, 
se  coupent  suivant  le  cercle  G  et  suivant  une  conique  rejetée  à 
l'inflni. 

Solution  géométrique.  —  1"  Si  un  paraboloïde  passant  par  le 
cercle  G  est  tangent  en  T  à  la  sphère  S  de  centre  0,  le  plan 
TGO,  qui  est  perpendiculaire  aux  sections  circulaires  et  qui 
passe  par  le  centre  de  ces  sections,  est  un  plan  principal.  Ge 
plan  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle,  le  cercle  G  sui- 
vant la  corde  AÂ',  le  plan  tangent  en  T  à  la  sphère  suivant  la 
droite  TE  et  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  passant  par 
les  points  A,  A'  et  tangente  en  T  à  la  droite  TE. 

Gette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  l'une  des  bissectrices  de 
l'angle  des  droites  AA',  TE,  puisque  les  droites  coupent  la  pa- 
rabole en  quatre  points  situés  sur  un  cercle;  cet  axe  est  paral- 
lèle à  l'une  des  droites  TB,  TB'  qui  joignent  le  point  T  aux  ex- 
trémités du  diamètre  OC. 
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Supposons  cet  axe  parallèle  à  TB,  et  menons  par  le  point  C 
la  parallèle  à  l'axe;  cette  droite  coupe  la  parabole  en  un  point 
G,  qui  est  symétrique  du  point  T  par  rapport  à  l'axe,  puisque 
la  tangente  à  la  parabole  on  ce  point  est  parallèle  à  AA.'  et, 
par  suite,  symétrique  de  la  tangente  TE.  L'axe  passe  donc  par 
les  milieux  des  droites  TG,  CB,  et  la  parabole  considérée  est 
déterminée;  il  est  facile  de  trouver  son  foyer  et  sa  directrice. 

Cette  parabole  et  le  cercle  G  déterminent  un  seul  parabo- 
îoïde  P. 

En  supposant  l'axe  parallèle  à  TB',  on  obtient  un  autre  pa- 
raboloïde  Q. 

2°  Les  axes  des  paraboloïdes  P  et  Q  sont  les  mêmes  que  ceux 
de  leurs  paraboles  principales;  ces  axes  sont  les  parallèles  aux 
droites  TB,  TB'  menées  respectivement  par  les  milieux  D,  D'des 
droites^CB,  OB'. 

Le  lieu  décrit  par  le  point  M  d'intersection  des  axes,  lorsque 
le  point  T  décrit  la  sphère,  est  évidemment  la  sphère  décrite 
sur  DD'  comme  diamètre  ;  cette  sphère  a  son  centre  au  milieu 
de  OG  et  son  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  de  la  sphère. 

3"  Si  l'on  appelle  H  la  projection  du  point  T  sur  l'axe  et  E  le 
point  oij  la  tangente  en  T  au  cercle  0  coupe  l'axe, le  sommet  1 
du  paraboloïde  P  se  trouve  au  milieu  de  EH,  et  comme  la 
tangente  GE  à  la  parabole  est  parallèle  à  la  corde  AA',  le  point 
L  où  la  parallèle  menée  par  le  poiiit  I  à  la  droite  AA'  coupe  la 
droite  B'T  est  le  milieu  de  GH,  La  parallèle  à  DU  menée  par  ce 
point  L  coupe  le  diamètre  BB'au  milieu  Ude  CD. 

On  peut  donc  construire  le  lieu  des  sommets,  par  points,  en 
décrivant  les  circonférences  qui  ont  pour  diamètres  B'U,  B'D, 
enjoignant  le  point  D  à  un  point  H  du  second  cercle,  et  en  me- 
nant la  parallèle  Ll  à  AA'  par  Iq  point  Loù  la  droite  B'H  coupe 
la  première  circonférence.  Lorsque  le  point  T  décrit  le  cercle 
0,  le  lieu  du  point  I  est  une  courbe  tangente  au  cercle  en  B', 
passant  par  les  points  A,  A',  et  ayant  pour  asymptote  la  paral- 
lèle à  AA'  menée  par  le  point  D. 

En  prenant  le  point  D  pour  pôle  cL  la  droite  DB'  pour  axe 
polaire,  on  a 


DI: 
OU 
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CD 


DH-hHI  =  B'Dcoso)+  -x-^w  =z  B'Dcosw  +  — -simo  t 


3R 


sin  co  tg  (0. 


Cette  courbe  en  tournant  autour  de  BB'eng-endre  une  sui  face 
de  révolution,  qui  est  le  lieu  cherché. 

On  trouve  une  surface  analogue  pour  le  lieu  des  sommets 
des  paraboloïdes  Q,  qui  ont  l'axe  parallèle  à  TB'. 

A"  Les  paraboloïdes  P',  Q',  qui  correspondent  au  point  T  dia- 
métralement opposé  à  T,  ont  pour  axes  les  parallèles  aux  droi- 
tes BT  et  BT  menées  par  les  points  D  et  D'. 

Cherchons  l'intersection  des  paraboloïdes  P  et  P' dont  les 
axes  se  coupent  au  point  D. 

Soient  MM'  et  NN'  les  cordes  des  deux  paraboles  principales 
de  ces  paraboloïdes,  qui  sont  menées  par  le  point  B  parallèle- 


M'N' 


ment  à  TE;  les  quatre  points  A,  A',  M,  M'  sont  sur  un  cercle, 
puisque  ces  cordes  sont  également  inclinées  sur  l'axe  de  la  pa- 
rabole correspondante,  et  ce  cercle  a  pour  centre  B  et  pour 
rayon  BA;  de  même  les  points  A,  A',  N,  N'  sont  sur  un  cercle 
ayant  pour  centre  B  et  pour  rayon  BA.  Il  en  résulte  que  les 
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points  N,  N'  coïncident  avec  les  points  M,  M',  et  que  les  points 
d'intersection  des  deux  paraboles  principales  se  trouvent 
sur  le  cercle  de  centre  B  et  de  rayon  BA. 

Le  plan  perpendiculaire  au  cercle  0,  mené  parla  corde  MM', 
est  parallèle  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  T  ;  il  coupe  chacun 
des  paraboloïdes  P  et  P'  suivant  un  cercle  ayant  pour  diamè- 
tre MM'.  La  courbe  d'intersection  des  deux  paraboloïdes  dé- 
crit donc  une  sphère  ayant  pour  centre  B  et  pour  rayon  BA. 

Le  lieu  des  courbes  d'intersection  des  deux  autres  parabo- 
loïdes Q  et  Q'  est  une  sphère  ayant  pour  centre  B'  et  pour 
rayon  B'A. 

Les  paraboloïdes  P  et  Q',  ou  P'  et  Q,  ont  leurs  axes  parallè- 
les ;  le  lieu  de  leur  intersection  se  compose  du  cercle  G  et  du 
plan  de  l'infîni. 


CHAPITRE     X  T 


FOYERS.- SURFACES  HOMOFOCALES 


RÉSUMÉ 


1.  On  appelle  foyer  d'une  surface  le  centre  d'une  sphère  doublement  tangente  à 

la  surface  ;  la  corde  de  contact  s'appelle  directrice . 

2.  Pour   délermiucr  les   foyers   d'une  quadrique  dont  on   connaît  l'équation,  eu 

axes  rectangulaires,  on  pose 

S  =(a;  -  a)2 4- (2/ -  P)2 +(Z  -  r)^ 
et  on  exprime  que  l'équation 

/■— S2  =0 
représente  deux  plans,    ce  qui  peut  se  faire  en  écrivant  que  les  plans  dont 
les  équations  sont 

/•;  —  sï;  —  0,      f'y  —  ss:,;  =  o,      (l  —  ss;  =  o,      /■/  —  ss;  =  o 

passent  par  une  mcnic  droite. 
L'intersection  de  ces  deux  plans  est  la  directrice  ;  les  quantités  a,  p,  y  sont 
les  coordonnées  d'uu  foyer. 

3.  Lorsque     f — SS     se  décompose   eu  un   produit  de  deux  facteurs  réels,   les 

foyers  correspondants  sont  de  première  espèce  ;  dans  le  cas  contraire,  les 
foyers  correspondants  soiit  de  deuxième  espèce. 

4.  Les  focales  de  l'ellipsoïde  ont  pour  équations 

«^  2* 

-  =  "■        ïr!:^.+?r7.  =  " 
*  =  "•        ^*^  =  '' 
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En    supposant    a  >  b  >  c,    la  première  est  une  ellipse  imaginaire,  la  se- 
conde une  hyperbole  et  la  troisième  une  ellipse  réelle. 
Chaque  focale  a  les  mêmes  foyers  que  la  section  de  l'ellipsoïde  par  son  plan. 


5    Les  focales  du  paraboloïde  elliptique   sout  les  paraboles  qui   ont  pour  équa- 
tions 

y  =  0,  2=  +  (p  —  q)i2x  —  p)=:0  ; 

z  =  0,  y--^{q  —  p)i2,T  —  p)  =  0. 


6.  Surfaces  homofocales.  —  Deux  quadriques  sont  homofocales  quand  elles  ont 
les  mêmes  focales. 
Par  un  point  de  l'espace  passent  trois  surfaces  du  second  ordre  homofocales, 
savoir,  un  ellipsoïde^  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes  ;  ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit. 


99.  Si  une  quadrique  est  circonscrite  à  une  sphère^  tout  •plan 
tangent  à  la  sphère  coupe  la  quadrique  suivant  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  point  de  contact  et  pour  directrice  la  trace  du  plan 
de  la  section  sur  le  plan  de  contact  de  la  quadrique  et  de  la 
sphère. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  contact  et  pour  axes  deux 
tangentes  rectangulaires  et  le  diamètre  perpendiculaire.  L'équa- 
tion de  la  sphère  est 

x^-^y^-hz^  —  mz  =  0; 

l'équation  d'une  quadrique  circonscrite  est 

x^-{'y^-hz^^2Rz-i-\{lx-hmy-hnz-hp?  =  0. 

L'équation  de  la  section  par  le  plan  tangent    {z  =  0)    est 

x^^-{-y^-i-l{lx-\-my  -i-pY  =  0; 
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cette  section  a  pour  foyer  l'origine  et  pour  directrice  la  droite 
suivant  laquelle  le  plan  de  contact  coupe  le  plan  tangent. 


100.  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  un  syctème 
de  surfaces  homofocales  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan. 


Soient 


_^l_4--^+-^^ 1=0 


l'équation  des  surfaces  homofocales  et 

ux  -^vy  ->rwz  —  i  =  0 
l'équation  du  plan  fixe. 

Le  plan  polaire  d'un  point  (a?o,  y^,  z^),  par  rapport  à  Tune 
des  quadriques,  a  pour  équation 


ce  plan  coïncide  avec  le  plan  fixe  quand  on  a 


U, 


I-os  coordonnées  du  pôle  du  plan  fixe  vérifient  donc  les 
équations 


X .^  _  y      .2 

u  V 


Le  lieu  de  ce  pôle  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan 
donné;  cette  droite  est  normale  à  la  surface  homofocale  qui 
touche  le  plan,  le  point  d'incidence  étant  le  point  oiî  cette 
surface  touche  le  plan. 


101.  Les  points  de  contact  des  plans  parallèles  tangents  à  un 
système  de  surfaces  homofocales  sont  sur  une  hyperbole  équilatère. 

Soient  (m,  u,  iv)    les  coefficients  directeurs  d'une   normale 
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aux  plans  parallèles  et 

-  —  1    r=    0 


l'équation  des  surfaces  homofocales. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  d'un  des  plans  tangents 
considérés  véritient  les  équations 


a'--^\        Ir  -\-\ 


u 
d'où  l'on  tire 


IV 

UX  -\-VlJ  -\-  lOZ 

a^  —  b^ 

1^1 

h^  —  c' 

=  =  UX 

■1  —  1 

u       V 

V        w 

vy- 


X  y  z 

u  V  w 

Le  lieu  cherché  est  la  ligne  qui  a  pour  équations 

(62  _  c2)  5  +  (c2  _  a^)  1  +  (a2  —  b')-  =  0, 

(X 

La  première  équation  représente  un  plan  passant  par  l'ori- 
gine, et  la  seconde  représente  un  paraboloïde  hyperbolique. 

La  section  du  paraboloïde  par  le  plan  est  une  hyperbole 
équilatère,   car   le    second    plan    directeur   du    paraboloïde 

-  =  ^  )     est  coupé  par  le  plan  considéré  suivant  la  normale 
u      v) 

au  premier  plan  directeur    [ux  4-  vy  +  ivz)  —  0. 


102.  Le  Heu  du  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  dont  les 
faces  sont  respectivement  tangentes  à  trois  surfaces  hoyno focales 
est  une  sphère. 

Soient  (*i,  pi,  y,),  (a^,  p2,  T2),  {^z,  'h,  ïs)  les  cosinus  directeurs 
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des  normales  aux  trois  faces  du  trièdre  et  (ai,  bi,  Cx),  (02,  b^,  Cj), 
(«3.  ^3,  ^3)  les  demi-axes  des  surfaces  homofocales. 
Les  équations  des  faces  du  trièdre  sont 

a.ar  4-  p,y  +  YiZ  =  ^[a?  +  6f^ï-f-cfYÎ, 


:f..x  +  %y  +  'uz  =  sfc^\+~S^ÏT~c^i , 


«3»  +  %y  -t-  Y32  =  ^alc^l  +  bl^l-^  cfil . 

En  ajoutant  ces  équations  élevées  au  carré,  et  en  tenant 
compte  des  relations 

^r  +  «i  +  «1  =  1,        ?ï  +  ?^  +  P^  =  1,        y!  +  Yi  +  ïa  =  4, 

PiYi+Pîïî+?3Y3  =  0,      Yi^i-i-Ï2«2H-Y3*3  =  0,      aiPi-f-a^So-i-^o^a  =  0, 

«!  H-  Pf  +  Yi  =  1»        «1  +  PI  +  yI  =  1,        «i  +  P^  +  ïi  =  4> 

a|  —  a?  =  6|— éî  ==  cl  —  c?  =  X, 

al  —  a?  =  6|  —  è^  =  ci  —  cf  =  [1, 
il  vient 

a.2 _|_ y^  ^z^  =  a\^  b\ 4-  cî  +  X(a|  H-  pi  H-  Yi)  +  K«l  +  P§  +  il) 
=  af-hèf-i-c?+XH-.ui. 

Le  lieu  du  sommet  du  trièdre  mobile  est  donc  une  sphère 
ayant  p^ur  centre  l'origine. 

Remarque.  —  Lorsque  deux  des  quadriques  se  réduisent  aux 
focales  réelles  situées  dans  les  plans  des  xz  et  des  xy,  on  a 

\^  —  b\,  ,t^==— cf, 

et  le  rayon  de  la  sphère  devient  égal  à  «i. 

Donc  le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  dont  une  des 
faces  touche  une  quadrique  et  dont  les  deux  autres  faces  touchent 
les  focales  réelles  de  celte  quadrique  est  la  sphère  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre. 

Lorsque  deux  faces  sont  tangentes  à  la  même  quadrique,  la 
troisième  face  étant  tangente  à  une  quadrique  homofocale,  le 
rayon  de  la  sphère  est  égal  à     sja'\  +  h\  -+-  c^  -h  X. 

Lorsque  les  trois  faces  sont  tangentes  à  la  môme  quadrique, 
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le  rayon  de  la  sphère  est  égal  à     \Jaï-\-b'i  -\-c\\     \q  lieu  est 
alors  la  sphère  deTHooge. 


103.  Bans  une  famille  de  quadriques  homo focales,  il  y  a  deux 
quadriques  qui  louchent  une  droite  donnée,  et  les  plans  tangents 
aux  points  de  contact  sont  perpendiculaires. 

Soient  {xt,  yi,  zj,  (a?2,  iji,  z^)  les  coordonnées  de  deux  points 
de  la  droite  et 

x'^  y2  z'' 


a^-h)^      b^-hl       c^  +  X 


1=0 


l'équation  des  quadriques  homofocales. 
La  droite  est  tangente  à  la  quadrique  lorsque  l'équation 


a^-hA      é^-+-X      c^-hl  Va^  +  X      b    . 


\a2  + 


X       62-f-X      c^4-X 
du  second  degré  en  k,  a  ses  racines  égales,  ou  lorsqu'on  a 


1=0, 


O'^H-A 


^2_i-X      c--\-l 


-\    ,   y^    .    ^^_^iV-^+^+-^-i)=o. 


On  voit  facilement  que  cette  équation  est  du  second  degré 
en  X,  ce  qui  montre  qu'il  y  a  deux  quadriques  tangentes  à  la 
droite. 

Supposons  que  {xi,  î/j,  Zi),  [x^,  y./,  Zg)  désignent  les  coordon- 
nées des  deux  points  de  contact;  les  plans  tangents  en  ces 
points  aux  surfaces  correspondantes,  de  paramètres  Xj  et  Xg, 
ont  pour  équations 


.'/.Vi 


1=0. 
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la  condition  de  perpendicularité  de  ces  plans  est 

{a'  +  X,)(a^  -h  X2)  "^  (6^  +  X0(62  +  l,)  "^  (c^  +  X,)ic^  +  X^) 
Cette  relation  s'obtient  en  retranchant  les  deux  équations 

a^  +  Xi       ô^-hli       C2  +  X, 
XiXi      ,      ;Vi?y2  ^iZa  i  —  0 


a^-th      62  + Xj      c»  +  X, 
qui  expriment  que    les   deux   plans  tangents  contiennent  la 
droite  donnée. 

Donc   les  deux  plans  tangents  aux  points  de  contact  sont 
rectangulaires. 


104.  On  donne  une  série  de  surfaces  du  second  ordre^  homo- 
focales  et  à  centre  ;  d'un  point  fixe  P,  pris  dans  l'un  de  leurs 
plans  principaux,  on  abaisse  des  normales  surjces  diverses  surfa- 
ces, et  Von  demande  : 

1°  De  trouver  et  de  construire  le  lieu  des  pieds  de  ces  nor- 
males ; 

2°  Be  déterminer  Venveloppe  des  plans  tangents  menés  aux 

surfaces  par  les  pieds  des  normales. 

{Agrégalion,  1S09.) 

4»  L'équation  générale  des  surfaces  considérées  est 
x^  y-  z^ 

^^TX'^6MÔ."^^M^~     ^     ' 
et  les   coordonnées  des  pieds   des   normales  passant  par  le 
print  P(x,  p,  0)  vérifient  les  équations 

X — ^  __  y  —  ^_       2      _  x{x  —  oL)-\-y(y  —  P)h-s- 
X  y  z  l 

(■/>'  -f-  "/.        //  -  -h  X        c^  +  X 
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Si  l'on  suppose  z  nul,  on  a 


■jf-  +  î/'^  —  ax P(/  r= 


^  ?/ 


X  —  a  iy  —  p  .r  —  a        ?y  —  i 

^  (g^  — ^y^X-r  — a)(y  — ^)_ 
ay  —  pa?  ' 

les  pieds  des  normales  situées  dans  le  plan  a;0.y  se   trouvent 
sur  la  courbe  dont  l'équation  est,  dans  ce  plan, 

(^' +  y' -  a^  -  P?/)(='2/ -  N  =  («'- ^')(^ -=')(!/- P)- 

Cette  courbe  est  une  strophoïde  oblique  passant  par  l'ori- 
gine et  ayant  P  pourpoint  double;  l^asymptote  est  parallèle 

à  la  droite  OP,  et  a  pour  ordonnée  à  l'origine     ^—^ r^« 

(Voir  t.  II,  p.  291.) 
Si  l'on  suppose  z  différent  de  zéro,  on  a 

,   ,      .,        .,  „          a^  +  X       è2_^X       c^  +  X 


X 

y 
y-^ 

}f-  -  c^ 

1 

X  — a 

X  —  a  tj  —  S 

Les  pieds  des  normales  correspondantes  se  trouvent  dans 
le  plan  défini  par  l'équation 

a  ""  [i 

et  sur  la  sphère  ayant  pour  équation 

a 
ils  se  trouvent  donc  sur  un  cercle. 

Ainsi  le  lieu  des  pieds  des  normales  issues  du  poiht  P  se 
compose  d'une  strophoïde  située  dans  le  plan  xOy  et  d'un 
cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  xOy. 
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2°  L'équation  du  plan  tangent  au  point  (o^i,  yi,  0),  situé  dans 
le  plan  xOij,  est 

.r.r.  ?/?/. 

0, 

a"  -t-  A       (y-  -1-  A 

et  l'on  a 


a2  4_X       f/'  +  l 

-1 

Xi  —  a             (/i  - 

-^ 

^1  ?/l 

d'où  l'on  tire 


et,  en  remplaçant  dans  l'équation  du  plan  tangent, 

"■'■     4-..  ^y  -,-1  =  0. 


«■^  +  X  —  /,:         A-  -f-  X  —  /; 

Si  l'on  remplace  1  —  k  par  ii,  et  si  l'on  chasse  les  déno- 
minateurs, cette  équation  devient 

[x^  —  [JL  (aj?  -t-^y  —  «^ . —  6^)  —  b'^dx  —  a^ay  =  0 . 

L'équation  de  l'enveloppe  des  plans  considérés  est  donc 

{ax-h  P.V  —  a»  —  b^f  4-  A{b-o^x  +  rray)  =  0. 

Cette  enveloppe  est  un  cylindre  parabolique  dont  la  trace 
sur  le  plan  xOy  est  une  parabole  tangente  aux  axes  et  ayant 
pour  directrice  OP  (Voir  t.  11,  p.  292). 

L'équation  du  plan  tangent  en  un  point  {x^,  î/,,  Zi),  non  situé 
dans  le  plan  xOy,  est  \ 


a-  -h  X   '   6-  4-  X      c-  +  X 
et,  comme  l'on  a 

Xi  a  ?/i 


-1=0, 


a^-^l        a-  —  c'  b'  +  X        b' — 
cette  équation  peut  s'écrire 

ax  3?/  zz, 

a^  —  c^       b^  —  c^  c^  -h  X 
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Le  plan  tangent  considéré  passe  par  la  droite  ûxe  définie 
par  les  équations 

a-  — c-       b- —  c^ 

Cette  droite  est  la  polaire  du  point  P  (a,  p)  par  rapport  à 
la  focale  située  dans  le  plan  xOy. 

L'enveloppe  cherchée  se  compose  d'un  cylindre  parabolique 
et  d'une  droite. 

Remarque. —  Si  d'un  point  P  on  mène  les  normales  à  tou- 
tes les  coniques  homofocales  du  plan,  l'enveloppe  des  tangen- 
tes à.  ces  coniques,  menées  par  les  pieds  des  normales,  est 
une  parabole  ;  le  lieu  des  pieds  de  ces  normales  est  donc  une 
podaire  de  parabole,  ou  une  stro[)hoïde  oblique  ayant  son  point 
double  en  P. 

Le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  dans  le  plan  xOy 
est  une  strophoïde  oblique,  et  l'enveloppe  des  plans  tangents 
menés  par  les  pieds  des  normales  est  un  cylindre  parabolique. 

Considérons  ensuite  une  normale  PM,  non  située  dans  le 
plan  a?Oj/,  et  soit  A  la  trace,  feur  le  plan  xOy,  du  plan  tangent 
en  M  à  la  surface  qui  passe  par  ce  point;  la  droite  PM  est  le 
lieu  des  pôles  du  plan  Ma^  par  rapport  aux  surfaces  homofo- 
cales, d'après  un  théorème  connu,  et  le  point  P  est  le  pôle  de 
la  droite  A  par  rapport  à  la  focale  située  dans  le  plan  xùy. 
Par  conséquent,  le  point  M  est  dans  le  plan  perpendiculaire  à 
la  droite  A  et  passant  par  P,  et  le  lieu  du  point  M  est  le  cer- 
cle décrit  sur  PD  comme  diamètre,  D  étant  la  projection  du 
point  P  sur  la  droite  A. 

L'enveloppe  des  plans  tangents  en  M  est  la  droite  a. 


i05.  Recherche)^  les  surfaces  S  du  second  ordre  sur  lesquelles 
il  existe  une  droite  D,  telle  que  l'hyperboloïde  de  révolution  H, 
qui  a  pour  axe  une  génératrice  quelconque  G  de  la  surfiKe  S,  du 
même  système  que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  oflho- 
gonalemcnt  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette  droite. 


FOYERS.    SURFACES    UOMOFOCALES  269 

Si  l'on  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rap'portent  à 
une  même  surface  S  jouissant  de  la  propriété  énoncée  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F  des  hy- 
perboloïdes H'  conjugués  des  hyperboloïdes  H  ; 

2°  Par  l'un  des  foyers  F  de  Vhyperbolo'ide  H',  on  mène  un  plan 
^parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  G  et 
D,  et  faisant,  avec  cette  dernière,  un  angle  supplémentaire  de 
celui  que  fait^  avec  cette  même  droite,  l'axe  G  de  Vhyperbolo'ide  H  ; 
trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  où  le  plan  P  coupe 
la  droite  D  à  Pun  des  points  où  ce  plan  coupe  la  courbe  d'inter- 
section de  la  surface  S  et  de  Vhyperbolo'ide  H. 

{Concours  général,  1877.) 

1"  Prenons  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un,  Oz,  coïncide 
avec  la  droite  D.  L'équation  de  la  surface  S  est  de  la  forme 

x{ax  -^  by  -{-  cz  -\-  d)  =  y  (a'x  -+-  b'y  h-  c'z  +  d'), 

et  les  équations  d'une  génératrice  G,  du  même  système  que 

D, sont 

X  =  \{a'x  4-  b'y  +  c'z  -h  d'), 

y  =  l [ax  -h  by  -\-  cz  -\-  d). 
Le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  H,  en  un  point  M  (0,  0,  h) 
de  la  droite  D,  est  déterminé  par  la  droite  D  et  la  perpendi- 
culaire au  plan  qui  contient  le  point  M  et  la  droite  G;  l'équa- 
tion de  ce  plan  tangent  est 
[U'[ch  -\-d)  —  {U  —  i){c'h  4-  d')]x 

—  [{la'  -  l){ch  -{-d)  —  \a[c'h  -4-  d')]y  =  0. 
Le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  S  a  pour  équation 
x{ch-\-  d)  —  y  {c'h  -+■  d')  =  0; 
il  est  perpendiculaire  au  précédent  si  l'on  a 
U'{ch  +  df  -  X(6  —  a'){ch  +  d){c'h  -h  d')  —  la{c'h  -j-  d'f  =  0. 
Cette  relation  a  lieu,  quel  que  soit  h,  si  l'on  a 

a  =  0,         b'  =  0,         a'  =  b. 
L'équation  de  la  surface  S  est  donc 
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x[cz  +  d)  =  ij{c'z-\-d'), 
ou 

z{cx—  c'y)  =  d'y  —  dx. 

Si  l'on  prend  pour  plan  des  xz  le  plan  ayant  pour  équation 

ex  —  c'y  =  0, 

l'équation  de  la  surface  S  devient 

zy  rr^  mx  -t-  ny^ 

et,  si  l'on  transporte  l'origine  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  0,  0  et  w,  cette  équation  devient 

zy  =  mx. 

La  surface  S  est  donc  un  paraboloïde  équilatère  ayant  pour 
plans  directeurs  les  plans  des  xy  et  des  xz,  pour  axe  l'axe  des 
x,  et  pour  sommet  l'origine. 

Les  équations  d'une  génératrice  quelconque  G,  de  la  surface 
S;,  sont 

a;  —  Xz,         y  =  Xm. 

L'équation  de  Thyperboloïde  H  est 

a?2  +  (y  —  mlf  -hz^  =  {Ix  +  zf  +  m^Xa, 
ou 

x^îi  —  X2)  +  ?/2  —  2X.XS  ~  27nXy  =  0. 

Le  centre  G  de  cet  hyperboloïde  a  pour  coordonnées 
X  =  0,        y  =  mk,        z  =  0. 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  sommet  A,  il  faut  remplacer 
X  par  Xz  et  y  par  Xm  dans  l'équation  de  l'hyperboloïde;  on 
trouve  que  z  est  racine  de  l'équation 

z-(4  4-  X^)  +  m^  =  0  ; 

comme  les  valeurs  de  z  sont  imaginaires,  il  suffira  de  prendre 

m 

s/rqrx* 

pour  avoir  l'ordonnée  d'un  sommet  de  l'hyperboloïde  conju- 
gué H'. 

L'équation  du  lieu  des  sommets  de  cet  hyperboloïde  s'ob- 
tient en  éliminant  X  entre  l'équation  précédente  et  les  équa- 
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lions  de  l'axe;  on  trouve 

zy  =  m:r  et  z-^-\-x-  =  m^. 

Lo  lieu  cherché  est  donc  l'intersection  du  paraboloïde  S  et 
du  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  6'y  et  pour  rayon  m. 

Le  rayon  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  H  est  é^al  à 
ml,  la  distance    GA    est  égale    à  m,  et    la    distance   CF  à 
m/r+17;     on  a  donc,  pour  les  foyers  F  et  F', 
z  =  zh  m. 

Le  lieu  de  ces  foyers  se  compose  des  génératrices  d'intersec- 
tion du  paraboloïde  avec  deux  plans  parallèles  au  plan  direc- 
teur xy,  menés  à  la  distance  m. 

2°  La  perpendiculaire  commune  aux  droites  D  et  G  a  pour 

équations 

y  =  \m,  a?  4-  ^^-  =  0, 

et  le  plan  P,  mené  par  le  foyer  F  {Im,  hn,  m),  a  pour  équation 

X  —  Xm  H-  X  (z  —  m)  =  0. 

Ce  plan  coupe  l'axe  des  z  au  point  (0,  0,  2m),  et  si  l'on  trans- 
porte l'origine  en  ce  point,  les  équations  des  surfaces  S  et  H 

deviennent 

y{z  -\-  %n)  =  mx, 

x\i  —  a2)  +  y2  _  2Xx(z  +  2m)  —  2mXî/  =  0  ; 

l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  direc- 
trice la  courbe  d'intersection  des  surfaces  S  et  H  est 

{x  —  ^y)[x\i  —  X2)  +  7/2  _  ^,xz]  —  Alxyz  —  ^hf-z  =  0  ; 

enûn  les  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  où  le  plan 
P  coupe  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  S  et  H  engen- 
drent un  cône  dont  l'équation,  qui  s'obtient  en  éliminant  X 
entre  la  précédente  et  celle  du  plan  P,     (x  h-  Iz  =  0),     est 

x^{x  —  2i/)  —  z2(3a:  —  2j/)(x2  +  J/')  -  0. 

Le  lieu  est  un  cône  du  cinquième  ordre  dont  la  trace  sur  le 
plan  directeur    (z  =  —  2w)    a4)our  équation 

x^lx  —  1y)  —  kp\Zx  —'i.y)[x''  ^y"")  =  0. 


^72  FOYERS.    SURFACES    HOMOFOCALES 

En  posant    y  =  tx,     on  lire  de  cette  équation 

ce  qui  montre  que  la  courbe  a  pour  centre  l'origine,  et  qu'elle 
n'a  pas  de  points  entre  les  droites 


y  =  -x  ^i 


3 

-  X. 

2 


La  première  de  ces  droites  est  une  asymptote  de  la  courbe 
et  la  seconde  est  une  tangente  d'inflexion,  à  l'origine.  La 
courbe  coupe  l'axe  des  x  aux  points  d'abscisses     dt2/9s/3, 


et  elle  admet  l'axe  des  y  pour  direction  asymptotique  ;  cette 
courbe  a  donc  la  forme  indiquée. 

La  droite  D  est  une  génératrice  triple  du  cône  trouvé. 

Solution  géométrique.  —  l"  Le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde 
H,  en  un  point  M  delà  droite  D,  est  le  même  pour  toutes  les 
«urfaces  H,  puisqu'il  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la 
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surface  S  en  ce  point  et  qu'il  contient  la  droite  D.  La  normale 
MN  est  une  génératrice  de  la  surface  S,  puisqu'elle  s'appuie  sur 
les  droites  D  et  G  ;  comme  cette  normale  reste  perpendiculaire  à 
la  droite  D,  la  surface  S  est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont 
l'un  des  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  la  droite  D  et 
dont  l'autre  est  parallèle  à  cette  droite. 

Le  centre  de  l'hyperboloïde  H  est  le  pied  G  de  la  perpendi- 
culaire commune  aux  droites  G  et  D;  cette  perpendiculaire 
commune  est  la  génératrice  perpendiculaire  à  la  droite  D,  et 
située  dans  le  plan  tangent  parallèle  au  second  plan  directeur. 
On  sait  que  la  distance  CO  est  proportionnelle  à  la  tangente 
de  l'angle  6  formé  par  les  droites  D  et  G. 

Le  cône  asymptote  de  l'hyperbolo'ide  H  a  pour  demi-angle 
au  sommet  G,  et  le  sommet  A  de  l'hyperboloïde  H'  se  trouve 
à  une  distance  du  centre  G  égale  à  CO.cotg  0;   celte  distance 
est  constante  puisque  l'on  a    OC  =  m  tgO;    donc  le  lieu  des 
sommets  A  est  la  courbe  d'inter- 
section du  parabolo'ide  et   du    cy- 
lindre de  révolution  autour  de  OC, 
ayant  pour  rayon  m. 

La  projection   I   du  foyer  F  sur 

la  parallèle   CD'  à  la  droite    D   se 

trouve  à  une  distance  du  point  G 

égale  à  CA;  donc  le  lieu  du  foyer  F 

est  la  génératrice   du  parabolo'ide 

menée  perpendiculairement  à  OD 

et  à  une  distance  du  point  0  égale 

à  m.  Le  lieu  des  foyers  de  l'hyperboloïde  H'  se  compose  des 

deux  génératrices  situées  dans  les  plans  parallèles  au   plan 

directeur  a-Oy  menés  à  la  distance  m. 

2°  Le  plan  P  et  le  plan  COG  coupent  le  plan  xO:  suivant 
des  droites  également  inclinées  sur  la  droite  D.  Si  l'on  appelle 
p  le  point  où  le  plan  P  coupe  la  droite  D  et  /"  la  projection 
de  F  sur  le  plan  xOz,  le  triangle  pOf  est  isocèle,  et  l'on  a 
Op  =  2CI  =  2m;  doncle  point  p  est  fixe,  et  lu  droite  qui 
joint  ce  point  à  l'un  des  points  où  le  plan  coupe  la  courbo 
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d'intersection  des  surfaces  S  et  H,  décrit  un  cône  dont  l'équa- 
tion peut  s'obtenir  directement. 


106.  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A  : 

1°  Trouver  un  point  B  tel  que^  en  menant  par  ce  point  un  plan 
quelconque  P,  la  droite  AB  soit  toujours  Vun  des  axes  du  cône 
qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  section  de  Vellip- 
soïde  par  le  plan  P. 

2°  Le  problème  a,  en  général,  trois  solutions;  trouver  pour 
quelles  positions  du  point  A  le  nombre  des  solutions  devient  infini. 

3°  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  l'ellipsoïde  se  dé- 
forme, de  façon  que  les  trois  sections  principales  conservent  les 
mêmes  foyers,  et  ion  demande  le  lieu  que  décrit  alors  le  point  B. 

{Agréffation,  1877.) 

V  Rapportons  l'ellipsoïde  à  ses  axes,  et  appelons  (Xq,  y^,  z^) 
les  coordonnées  du  point  A,    {xi,  ?/i,  Si)  celles  du  point  B. 

L'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour 
base  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  P, 

ux-{-vy  -\-  ivz  —  uxi  H-  vyi  +  iczi  —  Pj, 

s'obtient  en  éliminant  k  entre  les  équations 

(   {x,  +  kxY  ,   {y,  +  kyY      {z,+  kzf 

\  — ^i —  +  — ôF— +  — 7i (H-^)  ^0, 

(   u{x^-\- kx)+  v[y,  +  kij)  +  io[z,  +  hz)  =  Pi(H-/c); 
on  trouve  pour  les  termes  du  second  degré 

[^x,-(V,-v,)xY     [Pyo-~(Po-Pi)y? 

'^~  a^  6^ 

\Y>z   (P   P.\y^'^ 


C^ 


-P', 


en  représentant  par  P  la  quantité    ux-\-vy  +  wz. 

La  droite  AB  est  un  axe  si  les  différences    Xi  —  x^,    j/j  —  î/q, 
*i  —  Zq    vérifient  les  équations 
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^       ? 

r 

ou  si  l'on  a 

«R  +  (P.-PJ^        dl  +  (P. 

;R  +  (P,-Po)^; 


Xi  —  X,  Vi  —  Vo  'M  — h 

en  divisant  par    Pi  —  Pq    et  en  posant 

a-  b^  r 

Ces  relations  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de   u,  v, 
l'on  a 

Xi  ?/l  -1 


R  =r  0  et 


a-{xi  —  x,)       b-[yi—yo)       c^{zi  —  z^ 


Si  l'on  égale  ces  rapports  à  — -  et  si  l'on  remplace  Xi,  y^ 
par  les  valeurs  obtenues 


l'équation  R  —  0    devient 

(2)  -^+jA-,^-A^-i  =  o. 

Ces  équations  montrent  que  la  droite  AB  est  normale  en  A 
à  l'une  des  surfaces  homofocales  à  l'ellipsoïde,  qui  passent  par 
le  point  A. 

L'équation  R  =  0  montre  que  le  point  B  est  dans  le  plan 
polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Le  point  B  se 
trouve  donc  à  l'intersection  de  ce  plan  polaire  avec  la  normale 
en  A  à  l'une  des  trois  surfaces  homofocales  passant  par  le 
point  A;  ce  point  B  a  donc  trois  positions. 

2'-  Pour  que  le  problème  admette  une  infinité  de  solutions,  il 
faut  que  l'une  des  équations  (1)  soit  indéterminée;  par  exemple, 
<iue  l'on  ait  Zq  =  0  et  X  =  —c^.  Les  autres  équations 
donnent  alors 
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xl 


yi 


b^- 


1=0. 


Donc  le  point  A  se  trouve  sur  une  focale  de  l'ellipsoïde,  et 
la  droite  AB  est  tangente  en  A  à  cette  focale. 

Le  problème  est  donc  indéternriiné  lorsque  le  point  A  se 
trouve  sur  l'une  des  focales  de  l'ellipsoïde. 

3°  Lorsque  l'ellipsoïde  se  déforme  en  conservant  les  mêmes 
focales,  les  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le 
point  A  ne  changent  pas  et  le  point  B  décrit  une  normale 
en  A  à  l'une  de  ces  surfaces. 

Solution  géométrique.  —  1°  Coupons  l'ellipsoïde  par  un  plan 
contenant  la  droite  AB,  menons  dans  le  plan  de  la  section  la 

perpendiculaire  AE 
à  la  droite  AB,  et  soit 
CD  une  corde  passant 
par  le  point  B  et 
coupant  AE  en  E. 
Les  droites  AB,  AE 
sont  les  bissectrices 
de  l'angle  CAD,  ce 
qui  montre  que  la 
droite  AE  est  dans  le  plan  polaire  du  point  B,  et  il  en  résulte 
que  le  plan  polaire  du  point  B  est  perpendiculaire  à  la  droite 
AB.  Si  l'on  appelle  F  et  F'  les  foyers  de  la  section,  et  si  l'on 
mène  les  tangentes  AT,  AT',  la  droite  AB  est  la  bissectrice 
des  angles  TAT'  et  FAF'.  La  droite  AB  est  donc  normale 
en  A  à  l'une  des  coniques  qui  passent  par  ce  point  et  qui  ont 
pour  foyers  F  et  F'. 

La  droite  AB  est  normale  en  A  à  l'une  des  quadriques  homo- 
focales à  l'ellipsoïde,  qui  passent  par  ce  point,  et  le  point  B 
se  trouve  à  l'interseclion  de  l'une  des  normales  à  ces  trois  sur- 
faces avec  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 
Chacune  des  trois  droites  AB  ainsi  d.'lerniinées  estun  axe  de 
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tous  les  cônes  considérés,  car  les  points  B  et  E  sont  conjugués 
des  extrémités  C,  D  de  la  corde  CD,  et  comme  l'angle  BAE 
est  droit,  la  droite  AB  est  bissectrice  de  l'angle  CAD,  quelle 
que  soit  la  corde  CD  menée  par  le  point  B. 

2"  Pour  que  le  point  B  soit  indéterminé,  il  faut  que  la  droite 
AB  soit  dans  le  plan  polaire  du  point  A  ou  que  la  normale  AB 
soit  indéterminée.  La  droite  AB  ne  peut  pas  être  dans  le 
plan  polaire  du  point  A,  car  le  plan  polaire  contenant  son 
pôle  serait  tangent  à  l'ellipsoïde,  et  la  droite  AB  doit  être  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  Il  faut  donc  chercher  si  la  droite  AB 
peut  être  indéterminée.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que 
le  plan  tangent  se  trouve  indéterminé,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorsque  la  quadrique  se  réduit  à  une  focale  de 
l'ellipsoïde. 

Le  point  A  doit  donc  se  trouver  sur  une  focale  de  l'ellipsoïde, 
et  l'on  sait  que  les  cônes  considérés  sont  alors  de  révolution 
autour  d'un  axe  tangent  à  la  focale. 

30  Lorsque  les  sections  principales  conservent  les  mêmes  - 
foyers,  les  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  point 
A  ne  changent  pas,  ainsi  que  les  normales  en  A  à  ces  surfaces. 
Le  lieu  du  point  B  se  compose  donc  de  ces  trois  normales. 


107.  On  donne  une  quadrique  Q  et  une  sphère  S  de  rayon  nul 
ayant  pour  centre  le  point  F  ;  soit  S  une  quelconque  des  quadri- 
ques  passant  par  l'intersection  de  la  quadrique  Q  et  de  la 
sphère  S. 

1"  Démontrer  que  le  côneayant  pour  sommet  lepointP  et  pour 
base  la  section  de  la  surface  S  par  un  plan  touchant  la  quadri- 
que Q  en  un  point  quelconque  M  a  pour  un  de  ses  axes  de  sijmé- 
trie  la  droite  PM. 

2°  Trouver  le  nombre  des  quadriques  S  qui  se  réduisent  à  de 
véritables  cônes  et  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'un  de  ces  cônes  devienne  un  véritable  cylindre  ou  un  sys- 
tème  de  deux  plans  réels. 
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3°  La  quadrique  Q  et  le  point  P  étant  donnés,  examiner  si  la 
propriété  énoncée  au  numéro  premier  peut  subsister  quand  on 
remplace  la  sphète  S  par  une  quadrique  convenablement 
choisie. 

(Concours  général,   1891.) 

1°  Soient 

f{x,  y,  z,  t)  =  0, 

x2-htf-^z^  =  0 

les  équations  de  la  quadrique  Q  et  de  la  sphère  S. 
L'équation  de  la  quadrique  S  est 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  quadrique  Q  au  point  M 

{xi,  î/i,  Zj)  est 

(2)  xf\^yf:^^-^-zfl^-^tf\=0. 

L'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  l'origine  et  pour  di- 
rectrice la  section  de  la  surface  S  par  le  plan  R  s'obtient  en 
remplaçant,  dans  l'équation (1),  t  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (2).  Si  l'on  désigne  par  F(a;,  y,  z)  ce  que  devient  f{x,  y,  z,  t), 
l'équation  F{x,y,z)—_0  représente  le  cône  ayant  pour 
sommet  l'origine  et  pour  base  la  section  delà  quadrique  Q  par 
le  plan  tangent  en  M.  Les  axes  de  ce  cône  sont  définis  par  les 
équations 

!!f  =  !ï  =  !i, 

x         y         z 
et  ceux  du  premier  cône  sont  déflnis  par  les  équations 

F£-i-2X^_  F; -+- 2).?/  _  F|  +  2Xz 
X         ~         y         ~         z        ' 
Les  deux  cônes  ont  donc  les  mêmes  axes,  et  comme  la  droite 
PM  est  évidemment  un  axe  du  second,  elle  est  aussi  un  axe  du 
premier. 

2°  Si  les  quadriques  S  ont  pour  équation 
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les  équations  du  centre  donnent 


•^  =  r—zT^  '         u  =  T—ij^  >         ^ 


l  +  a^x  ^        1  +  ^^^'X  iH-ca 

et  la  quadrique  S  est  un  cône  lorsque  ces  coordonnées  vérifient 
l'équation 

a-  6-  rj 

ou  lorsqu'on  a 

7.2  fti  Y2 

(3)  ;^_H_^  +  _L_^_1  =  0. 

a^^-      /.^-^-      c^-^- 

1 

Cette  équation  admet  trois  racines  réelles  en  yi  donc  il  y  a 

trois  cônes  parmi  les  surfaces  S,  sans  compter  le  cône  isotrope 


0. 


Les  équations  de  ces    cônes  s'obtiennent   en   remplaçant 
X  par  les  racines  Xj,  Xj,  X3  de  l'équation  (3)  dans  l'équation 
/l-t-a^XX/  a      y      /l  +  è^XW 


b'-l 


i^^w-T^:) 


On  voit  que  deux  de  ces  cônes  sont  réels  et  le  troisième  ima- 
ginaire. 
L'un  de  ces    cônes  devient  un  cylindre  lorsque  l'une  des 

1  i 

racines  Xi,  X2  X3  est  égale  à  l'une  des  valeurs -, , 

1  1 

-■     Si    l'on  a,  par    exemple,     X  = -,     l'équation  (3) 

montre  que  Ton  a  aussi  y  =  0  ;  donc  l'un  des  cônes  devient 
un  cylindre  lorsque  le  point  P  est  dans  l'un  des  plans  princi- 
paux de  la  quadrique  Q. 

L'on  des  cônes  devient  un  système  de  plans  lorsque  le  terme 
connu  de  l'équation  du  cylindre 
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est  nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  P  est  sur  Tune  des  focales 
de  la  quadrique  Q. 

Si  l'on  suppose  a':>h'^  c,  les  deux  plans  précédents  sont 
imaginaires,  ainsi  que  les  deux  plans  qui  correspondent  à 
un  point  P  de  la  focale  située  dans  le  plan  des  yz,  focale 
qui  est  du  reste  imaginaire;  les  plans  qui  correspondent  à  un 
point  P  de  la  focale  du  plan  des  xz  sont  réels. 

3°  Soit 

^{x,  y,z,t)  =  0 

l'équation  d'une  quadrique  pouvant  remplace/la  sphère  S. 

En  éliminant  t  entre  l'équation  (2)  du  plan  langent  et  l'équa- 
tion de  la  quadriqu3  S 

f{x,y,z,t)  +  lo{x,y,z,t)=0, 
on  obtient  l'équation  du  cône  considéré;  cette  équation  est  de 

la  forme 

F{x,y,  z)-\-l^{x,y,  z)  =  0. 

Les  axes  de  ce  cône  sont  déûnis  par  les  équations 

f;  +  1<H  _  F,;  H-  X«^,;  _  F^  +  >v'î'i 

a?        ~        y        "        z        ' 

et  ces  équations  doivent  être  vériQées  par  Xi,  yi,  Zi  pour  que 

PM  soit  un  axe;  mais  comme  on  a 


il  faut  que  l'on  ait 


Xi  J/i  Zj 

Si  l'on  appelle  2k  la  valeur  des   rapports  précédents,  les 
équations 

(4)       «ï>j  —  <^kx  =0,         ^y  —  2ky  =  0,         *i  —  ^kz  =  0 

doiventêtre  vérifiées  par  x=zxi,  y  =  yu  z  =  «i,  et  comme 
ces  équations  sont  homogènes  et  linéaires  en  x,  y,  z,  la  valeur 
de  k  est  constante  ;  c'est  l'une  des  racines  de  l'équation  en  S. 

On  peut  remplacer  *i  par    ?x+»^4    ou  par    ©^  —  «'•■^' 


K 

^'a 

K 

a?i 

~  î/l  ' 

Zt 

K 

'l'i, 
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et  les  équations  (4)  deviennent 

f'x  fl  f'z 

l'i  lu  Ih 

En  multipliant  ces  équations  par  x,   y,  z  et  en  ajoutant,  il 
vient 

•^?xH-?/?.;  +  .Y=--^«  +  !//'^,  +  ^^A)  =  2k{x^  +  y'-  +  z'), 
ou 

^?xH-î/?v  +  3?i  +  ^?;  =  2cp(a^,  y,  z,  t)  =  2Â;(a;'»  +  î/2-r---). 

L'équation 

o(a^,,  ,j,  s,  0  —  /c(a;2  +  xf  +  --  )  =  0 

doit  être  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  a?i,yi,Zide  x,y,z   qui 
vérifient  l'équation  de  la  quadrique  Q  ;  donc  on  a  l'identité 

cp(ar,  y,  z,  /)  =  k[x^  4-  î/*  +  z^)  -H  /«/(ar,  y,  z,  /), 
ce  qui  montre  que  la  quadrique  considérée  est  l'une  des  qua- 
driques  S  qui  passent  par  l'intersection  de  la  quadrique  Q  et 
de  la  sphère  S. 


108.  Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné 
fl  A  le  pôle,  par  rapport  à  V ellipsoïde^  du  plan  P  de  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces. 

1°  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  trois  quadriques  Qj,  Qa, 
Qs  homofocales  avec  Vellipsoïde  et  telles  que  les  plans  polaires 
Pi,  Pa,  P3  du  point  A  par  rapport  aux  quadriques  Qi,  Q^,  Q3 
passent  par  le  centre  de  la  quadrique  Q. 

'i^  Les  plans  Pi,  Pj,  P3  sont  les  plans  principaux  de  la  qua- 
drique Q,  et  les  coniques  Ci,  C2,  C3,  intersections  des  surfaces 
(Pi,   Qi),  (P2,  Q2),  (Ps»  Q3)  sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

3"  Les  projections  orthogonales  des  coniques  Ci,  Cj,  C3  sur  les 
plans  principaux  de  l'ellipsoïde  E  sont  des  coniques  homofo- 
cales. 

On  projettera^  en  particulier^  les  coniques  sur  le  plan  princi- 
pal qui  contient  l'axe  majeur  et  Vaxe  moyen  de  l'ellipsoïde,  et  l'on 
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cherchera  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des  coniques  projetées, 
quand  la  quadrique  Q  varie  en  restant  circonscrite  à  V ellipsoïde, 
le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  ne  changeant  pas. 

(Concours  général,  1892.) 
1°  Soit 

«2       v^       ^2       ,        ,  fax       'àri      yz       ,Y       ^ 
a^       b^       c^  \a^       b^       c*         / 

l'équation  de  la  quadrique  Q;  les  coordonnées  du  centre  de 
cette  surface  sont  données  par  les  relations 

X       y       z        a^       b^       c^  ,  /ax       ?>y       yz       A 

-      —     —  =  —  /M  — „  +  ^  -H  -„  —  4  ) 


=  h. 


8        Y         a2        32       f  Vo2        b^ 

h  — +  — 

a^       b'       c^ 

4 


a^        p^        f        1 

1-—  -4-  — -h- 

a^      b^      c^      k 
L'équation  d'une  surface  homofocale  avec  l'ellipsoïde  étant 

_fL  .  _1L^.^! 1  =  0 

l'équation  du  plan  polaire  du  point   A(a,  p,  y)  par  rapport  à 
cette  surface  est 

a2_t_X"*"62  +  x'^c^-hX  ^ 

et  ce  plan  polaire  passe  par  le  centre  de  la  quadrique  Q  lors- 
qu'on a 

^  ^      a^-^l'^  b'-^l~^c^-\-l  ~  h"  a^^  b^^  c^~^  k 
Cette  équation  donne  trois  valeurs  réelles  pour  X  ;    ces  trois 
valeurs  Xi,  Xj,  X3  déterminent  les  quadriques  Qj,  Q2,  Q3. 

2°  L'équation  en  S  de  la  quadrique  Q,  mise  sous  la  forme 
donnée  par  Jacobi,  est 

li^  k^  kf 

— T^ — r+ — r-*=«' 

a^  b-  c- 


FOYERS.    SURFACES    HOMOFOCALES  283 

OU 

a^  32  v^  1 

^"'^      a'{a^è-l)       b%b'Q  —  i)      c\c'S  —  i)      k 
ou  encore 

3,2  32  2  «2  32  2  l 

"-S    *-s    ^-s 

l 

11  suffit  de  poser    —  "F  "=  ^  pour  obtenir  l'équation  (1). 

o 

Si  l'on  appelle  l,  m,  n  les  coefficients  d'une  direction  princi- 
pale, dans  la  quadrique  Q,  on  a 

,_.s)«..,(^.^'-.ï-:)=o. 

L'équation  du  plan  principal  correspondant  est 

ou 

ax  Py  yz 

a2(i  _  a^'S)  "^  6^(1  —  6^S)  "^  c^(l  —  c'-'S) 

en   tenant  compte    de  l'équation    (2).   (^ette    équation    peut 
s'écrire 

ou 

aa;  Sî/  vz 

1 ^ 1 i 1=0. 

a^  -h  X  ^  6»  4-  X  ^  c^  +  X 
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Les  plans  polaires  Pi,  Ps,  P3  sont  donc  les  plans  principaux 
de  la  quadrique  Q. 

Cherchons  maintenant  les  focales  de  la  quadrique  Q.  Nous 
devons  pour  cela  exprimer  que  les  quatre  équations 

Q^  — ss;, ...  q;_ss;  =  o 

représentent  des  plans  passant  par  une  même  droite,  en  dési- 
gnant par  Xq,  y^,  z^  les  coordonnées  d'un  foyer  et  S  la  somme 

Les  trois  premières  équations  donnent 

^-^"--Tg^rY'    y-yo--^^^zr^^    '~^o~-^^^zn' 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  dernière,  il  vient 


Or,  les  focales  de  la  quadrique  Q  sont  sur  les  plans  polaires 
du  point  A,  et  l'équation  précédente  montre  que  ces  focales 
sont  à  l'intersection  des  quadriques  Qi,  Q2,  Q3  respectivement 
avec  les  plans  Pi,  P2,  P3. 

3°  En  prenant  pour  origine  le  centre  de  la  quadrique 
,(Ax,  Ap,  h{),  les  équations  d'une  conique  G  deviennent 

x^  y'-  z» 


X      6«  +  X      c^-i-X 


h  —  i  =  0, 


aa?  9v  ï2 


La  projection  orthogonale  de  cette  conique  sur  le  plan  des  xy 
a  pour  équation 

7^      /     x^  'II-  ,        .\       /     ^-^  hV 

c^  -h  X  Va'  4-  A       6^  -t-  A  y       V«   -H  A       6^  -f- 
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1 ^»_\  2apa?y  y*    n         g"    \ 

Comme  les  foyers  de  la  conique 

Ax^  -h  2Bxy  +  Cî/2  -f-  F  =  0 
sont  déterminés  par  les  équations 

(   (!}2  — AC)x?/  +  BF  =  0, 

)   B{x^  —  y^)-h{C  —  A)xy  =0, 

les  foyers  de  la  projection  de  la  conique  C  sont  définis  par  les^ 
équations 

(   xy  —  h{h  —  i)o^<^  =  0, 

j    /<a3(a,-2  —  ,/)  +  (a^  —  O'-i-  h^y^  —  In^jxij  =  0, 

ou  par  les  équations 

a-7/—  A(/<—  1)^3   rrr   0, 


(3) 

x^-y--{-ih—\)y-b'-\-h^i  —  hy^)  =  0. 

Puisque  ces  équations  ne  dépendent  pas  des  valeurs  Xj,  l^y 
A3,  les  projections  orthogonales  des  trois  coniques  Cj,  C2,  C3 
sur  le  plan  principal  des  xy,  sont  homofocales,  et  il  en  est  évi- 
demment de  même  des  projections  orthogonales  de  ces  coni- 
ques sur  les  deux  autres  plans  principaux. 

Pour  chercher  le  lieu  des  foyers  des  projections  sur  le  plan 
des  xy,  lorsque  k  varie,  nous  transportons  l'origine  au  point 
(a,  p,  0)  où  se  projette  orthogonalement  A;  les  équations  (3) 
deviennent 

j    X-  —  //2  —  (2a.i-  —  2^y  -^  a2  —  p  —  a^-^  b^){h  —  1)  =  0. 
En  éliminant    h  —  1     entre  ces  équations,  il  vient 
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OU 

{x^-i-y-){^x  —  ay)-hoL^{x^—'if)  —  {rx^  —  ^^—a^-{-b^)xy  —  0. 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  une  strophoïde  oblique  ayant 
pour  point  double  la  projection  de  A  et  pour  direction  asymp- 
totique  la  projection  de  la  droite  OA  ;  les  tangentes  au  point 
double  sont  les  bissectrices  des  droites  qui  ont  pour  équation 

(p2_^-2j3,2_2a|3a?y  +  (a2  — a2)y2  =  0; 

ces  tangentes  sont  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des 
tangentes  menées  parla  projection  de  A  à  la  section  principale 
correspondante. 


CHAPITRE    XII 


ENVELOPPES     ET     COMPLEXES 


R  t  S  U  M  É 


1.  Enveloppes.  — L'équation  de  l'enveloppe  de  la  surface  représentée  par 

(1)  f{x,  y,  z,a)  =  0 

s'obtient  en  éliminant  a  entre  celte  équation  et  la  suivante  : 

(2)  fâ{x,  y,z,a)  =  0. 

2.  La  courbe  définie  par  les  équations  (1)  et  (2)  s'appelle  caractéristique. 
Chaque  surface  enveloppée  est  tangente  à  la  surface   enveloppe  eu  tous  les 

points  de  la  caractéristique. 

3.  Lorsque  la  surface  est  représentée  par  l'équation 

(3)  fix,  y,  z,  a,  b)  =  0, 

qui  contient  deux  paramètres  variables  liés  par  la  relation 

W  ?(a,  b)  =  0, 

l'équation  de  l'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  a  et  t  entre  les  équations 
(3),  (4)  et 

(5)  .  ^,  =  4- 

A.  Lorsque  la  surface  est  représentée  par  l'équation  (3),  les  paramètres  a  et  b 
étant  indépendants,  l'équation  de  l'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  a  et  6 
entre  les  équations 

f=0,  fi  =  0,  fl,=0. 

5.  Si  la  surface  est  représentée  par  l'équation 

(6)  fix,  y,  z,  a,  6,  c)  =  0, 
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les  paramètres  a,bj  c  étant  liés  par  la  relatioQ 

(7)  <?(o,  b,  C)  =  0, 

on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe  eu  éliminant  ù,  b,  C  entre   les  équa- 
tions (6),  (7)  et 


(8) 


6.  Coordonnées  tangentlelles.  —  L'équatiou 

lu-hiuv-h  nw  —  1  =  0 
représente  un  point      (x  =  l,    y  =  m,    z=^  n). 
L'équation 

lu-\-mv-h  nw  =■  0 

représente  un  point  à  l'infini  situé  sur  la  droite     — 
Les  équations 


lu  -+■  mv  -hniv  —1=0, 
lu  -+-  m'v  -+-  n'w  —  1  =  0 
représentent  la  droite  qui  joint  les  points  (/,  w,  n),  {V,  m',  n'). 
La  droite  d'intersection  de  deux  plans  (Mi,  Vt,  Wi),  {Uî,  Vî,  td)  a  pour  équa- 
tions 

U  —  Ui  V  —  Vi  IV  —  lVi 


«8—  Ml 


t\  —  Vi 


Wi 


IWtcu 


7.  L'équation 

/■(M,  V,  w)  =  AmM-AV-H  A'<t^-  -h2livw 
représente  une  surface  du  second  ordre. 
L'équation  du  point  cje  contact  du  plan  langent  (îd,  Ci,  ifi)  est 

Uft'c,  +  vAV+  "'A",  +  ^fri  =0  (>•  =:  r,  =  1). 

Cette  équation  repi'éscntc  aussi  le  p51e  du  plan  {Ui,  Vi,  iCi),   lorsque  ce  plan 

n'est  pas  tangent  à  la  surface. 
Le  centre  de  la  surface,  considéré  comme  le  pôle  du  plan  de  l'infini,  a  pour 
équation 


0. 


Pour  trouver  l'équation  tangentielle  d'une  surface  définie  en  coordonnées  car- 
tésiennes, on  considère  le  plan 

ux  -h  vy  -f-  «f  2  +  A  =  0 
comme  enveloppant  la  surface,  c'est-à-dire  que  l'on  élimine   x,  y,  z    entre 
cette  équation  el 

Û  =  [^  =  ll=  /■/  . 

U  V  IV          II 

L"équatiou  tangentielle  d'une  quadrique  est 

A           B"  B'  C            1 

B"          A'  li  C 

B'          B  A"  C"          w       =  0. 

C           C  C"  D             h 

u          V  ic  II,           0 
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l.'dqualion  tangenlielle  de  f  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  est 
a'-M^  +  b'^v*  H-  cho-  —  1  =  0. 
I.V'qualion  taugenlielle  du  paraboloïde  elliptique  rapporté  à  ses  plans  princi- 
paux est 

pv^  -+  qw^-i-  2u  r=  0. 


Pour  trouver  en  coordonnées  cartésiennes  l'équatioa  de  la  surface 
f{u,  V,  IV,  r)  ■=.  0, 
on  élimine  M,  «,  «o,  r  entre  les  équations 

/u  ^  /«  ^  A.  ^  /;  ^ 

X        y        z        «  ' 

ux  ~^^  vjj  -+-  ivz  -+-  rt  —  0. 


10.  Une  courbe  plane  est  représentée  par  une  seule  équation,  et  deux  équations 
ne  représentent  pas  une  courbe,  mais  une  surface  développable. 
Si  deux  quadriques  ont  pour  équations  tangentielles 

f{u,  V,  w)i=0        et        Ç(t«,  V,  ic)  =  0, 

les  doux  équations  représentent  la  développable  circonscrite  aux  deux  sur- 
faces, et 

/■(m,  V,  IV) -h  k^{u,  V,  iv)  =  0 
représente  les  quadriques  inscrites  dans  cette  développable. 


11.  On  obtient  les  foyers  d'une  quadrique  en  écrivant  que  Téqualion 

f{u,  V,  tv)-hkiu^-hv^ -^w^)  =  0 

représente  une  courbe  jilane,  c'est-à-dire  en  écrivant  que  le  discriminant 
H  est  nul.  En  remplaçant  k  successivement  par  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion   H  =  0,    on  obtient  les  équations  tangentielles  des  trois  focales. 


12.   Coordonnées  de  la  droite.  —  Si  une  droite  a  pour  équations 

x—Xq  _  y  —  Vo  _  z  —  g»^ 
l      ~     m  n 

les  coordonnées  liomogènes  de  la  droite  sont 
l,   m,  n,       1  =  nj/o  —  mz^,       [i  =  Iz^—  nx^,       v  =  mx,,  —  ly^, 
et  l'on  a  la  relation 

l'X -+■  mi». -h  m  =  0. 

«OSN.  —  III  .  19 
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Les  coordonnées  de  la  droite  qui   passe  par  les   deux  points  (.1?,  y,  z,   t), 
(a^o,  2/0.  ^0.  h)  sont 

-  (    /  =  .Tfo  —  tXç,,       7fi  =  yt,  —  ty„,       n  —  zt,  —  Iz,, 

{    >>  =  zy„  —  .V'o-        l-»-  =  •'P-o  —  ^''-o,       ''  —  ?y^o  —  xij^- 
Les  coordonnées  de  la  droite  définie  par  les  deux  plans 

ux  +  vy  +  wz  +  h  =:  0, 
Uffc  -4-  i\y  -f-  u\z  +  fto  =  0 

sont 

l  ■=.  viv„  —  ivV(,,       m  =z  tvuo  —  M"'oi       ^  =  î<fo  —  »?/„.. 


(2) 


13.  Complexes.  —  Une  relation  homogène 

F(l,  m,  n,  ■).,  [j.,  v)  =  0 

entre  les  coordonnées  d'une  droite,  définit  un  complexe  de  droites. 
Cette  relation  peut  se  mettre  sous  différentes  formes,  en  tenant  compte  do  la 
relation 

;>.-+  m  y. -h  Hv  =  0. 

L'équation  ponctuelle  du  cône  du  complexe  ayant  pour  sommet  (Xq,  y,,,  Zq,  io)> 

s'obtient  en  remplaçant  l,  m,  n,  X,  [i,  v  par  les  valeurs  (1). 
L'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  droites  du  complexe,  situées  dans 

un  plan  donné  (î«o,  *t)!  Wo,  ho),  s'obtient  en  remplaçant  les  coordonnées  de  la 

droite  par  les  valeurs  (2). 
Les  équations  tangentielles  du  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  base 

la  courbe  du  complexe  sont 

h  =  0, 

¥(vwa  —  icVf„    wUo  —  uwq,    uv,)—viii,    —h^u,    —h^v,    '—h^iv)  =  0.. 


109.  Trouver  l'enveloppe  d'une  sphère  qui  coupe  orlhogona- 
lement  une  sphère  fixe  et  qui  reste  tangente  à  un  système  de  trois 
diamètres  conjugués  d'une  quadrique  donnée. 
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Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  la  quadrique, 
et  appelons  R  le  rayon  de  la  sphère  fixe,  (a,  [3,  y)  les  coordon- 
nées de  son  centre,  p  le  rayon  de  la  sphère  mobile  et  Çk,  [t.,  v) 
les  coordonnées  de  son  centre. 

L'équation  delà  sphère  mobile  est 

OU,  en  posant 

L'équation  du  cône  circonscrit  à  cette  sphère,  et  ayant  pour 
sommet  l'origine,  est 

{2aX-i-2Pa-4-2Yv-cf^)(a;-+î/^+z--2Xx-2y-,v-2vr+2aX+2p;jn-2YV-d-) 
=  (—  Ix  —  [xy  —  v:;  +  2aÀ  +  2^;jl  -h  2^7  —  d'-)\ 

La  sphère  variable  est  tangente  à  un  système  de  trois  dia- 
mètres conjugués  de  la  quadrique  lorsque  ce  cône  est  capable 
d'un  trièdre  formé  par  trois  diamètres  conjugués,  ou  lorsqu'on  a, 
en  appelant  a,  b,  c  les  demi-axes  de  la  quadrique  et  p^  la 
somme  des  carrés  de  ces  demi-axes, 

(2)     (2aX  -+-  2pa  -+-  2yv  —  d')p^  —  X*a»  —  |*«i«—  v^c^  =  0. 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtient  en  éliminant  X,  (x,  v  entre 
les  équations  (1),  (2)  et  les  suivantes: 

p^x  _  a«X  _  jo^^  —  6V  _  p-Y  —  ^^^ 
x—x     ~     rj  —  ^       ~      s  — Y 
Or,  si  l'on  égale  ces  rapports  à  t,  on  en  tire 

A    rr= ,  jx  =  — y         V=  ; 1 

a-  b^  c 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 

p.,._(.;^_^)»     p.^.-,»(y_.i).      py_(»(^_.^), 

— -\ j5 1 — p-di  =  0. 
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Le  résultat  de  l'élimination  de  t  entre  ces  équations  est 

r^o  ,     .  1  ,.      ^.      'ip^x-.)      2p^P(y-P)      2pM^-Y)-|» 
L  "^  a^  Ij^  c-        J 

^  Va-      6^       c-      pV  L      «  ^  c^      J 

L'enveloppe  représentée  par  cette  équation  est  une  cyclide. 


110.  On  donne  un  hjperboloïde  à  une  nappe,  sur  lequel  on 
jjrend  une  génératrice  déterminée  G.  En  un  point  quelconque  P 
de  cette  génératrice,  on  mène  la  normale  à  la  surface;  cette  nor- 
male, considérée  comme  un  rayon  incident,  se  réfléchit  suivant  la 
loi  connue,  sur  le  plan  de  Vellipse  de  gorge.  On  demande  : 

/"  La  surface  engendrée  par  le  rayon  réfléchi,  lorsque  le  point 
P  se  déplace  sur  la  génératrice  G; 

.2°  L enveloppe  des  sphères  ayant  pour  centime  le  point  d'inci- 
dence et  pour  rayon  la  distance  du  point  d'incidence  au  point  P. 

{Agrégation,  1873.) 

PREMir:RE  SOLUTION.  —  1°  Soient 

—  =  -  cos  cp  —  sin  o, 
a        c         ^ 

y        z    . 

4-  =  -  sin  9  4-  cos  cp 
b        c 

les  équations  d'une  génératrice  G  de  l'hyperboloïde. 
Les  équations  de  la  normale  au  point  P  (a,  p,  y)  sont 

a%x—a)  _  6^(y  — p)  _  c%z-~^) 

et  les  coordonnées  du  point  I  où  cette  normale  coupe  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge  sont 

a'  +  c'  b'-i-c^ 

x,=<x—-^,  y,=:p-——,  z,  =  0. 

Le  rayon  réfléchi  III  passe  par  le  point  P'  (a,  p,  —  y)>  symé- 
trique du  point  P  par  rapport  au  plan  a;y  ;  il  a  donc  pour  équa- 
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lions 

X  —  a  y  —  p   _zH-Y 

a?i  —  a  ~  ?/i  —  p  ""       Y 
ou 

a^{x  —  a)  _  h^iy  —  S)  _  c^C-TH- y) 

l     -     p     "     ~^ 

En  remplaçant  a  et  p  par  les  valeurs  que  donnent  les  équa- 
tions de  la  génératrice  G,  on  obtient  les  deux  équations 

Y'                                                                     Y 
(a^-f-c2)  —  cos  o — [(a^-f-c-)  sin  o  +  ao?— cscoscp] c«  sinç  =  0, 

{b--\-c^)  -j  sin  o — [—  [b^-\-c^)  cos  (^-hby—cz  sin  o]  -  +  cz  cos  «  =  0, 

et  ces  équations  admettent  une  racine  commune  en  —  si  l'on  a 

c 

cz{a^  cos"^  ce  +  6^  sin^  o  4-  c-)2 

=[(a^+c^){b'^+c^)+a{b^+c^)xsin(!f—b{a^+C')ycos(^+c{a^-b^)z?,inocoso] 

X  [{b^  —  a^)  sin  o  cos  o  —  ax  cos  o  —  6?/  sin  cp  -h  c3]. 

Le  lieu  engendré  par  la  droite  IR  est  un  paraboloïde  hyper- 
bolique dont  les  plans  directeurs  ont  pour  équations 

ax  cos  o  -\-  by  sin  o  —  c3  =  0, 
a{b-  -'-  c-)x  sin  o  —  b{a-  +  c^)y  cos  cp  +  c{à^  —  b-)z  sin  o  cos  o  =  0. 

Le  premier  de  ces  plans  est  perpendiculaire  à  la  génératrice 
G',  symétrique  de  la  génératrice  G  par  rapport  au  plan  des  xy. 

La  section  du  paraboloïde  par  le  plan  des  xy  se  compose  de 
la  normale  au  point  011  la  génératrice  G  coupe  l'ellipse  do 
gorge,  dont  l'équation  est 

ax  cos  9  H-  ôy  sin  o  -f-  (a^  —  b^)  sin  o  cos  <p  =  0^ 
et  de  la  droite  A  qui  a  pour  équation 

ax  sin  o      bu  cos  o 

— T  —  -i r+1  =0. 

2"  L'équation  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  [  et 
pour  rayon  IP  est 

{x-x,f-^{y-y,Y^z'  =  {x,-o^Y-h{y,-pr-  +  '(\ 
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OU 

x^^y^  +  z' (a'  +  c'){^  cos  -^  —  sin  o 


{P  +  c^)(-  sin  cp-hcos  ?)  +  (-  cos  o—  sin  oj  (2c- -r-  n^) 


-t-  (  -  sin  CD  H-  cos  cp  j  (2c'  -f-  b'^)  —f—0^ 
ou  encore 

-'^  (a-  cos^  es  +  ^2  sin2  c^  _^  ^2) 

—  y  I  (a^  +  c^)  ^  cos  o  +  {b^  +  c2)  'jsino  -{-  (a^-  —  b"")  sin  c?  cos  o] 

os- 
L'équation  de  l'enveloppe  de  cette  sphère  est  donc 

(a^  -h  c^)  -  cos  (f  -t-  [b^  H-  c^)  ^  sin  cp  4-  (a^—  é^)  sin  o  cos  o 

—  (a^  cos2  (p  -+-  6^  sin2  ç  -i-  c^) hr^  +  j/^  +  z^  _^  _  (^2  _^  ^sn  gj,^  ,^ 

/  (^^  +  c^)  cos  cp  H-  a^  sin^  cp  -h  ô^  cos-  9  -+-  2c2    =0. 

Cette  enveloppe  est  une  surface  de  second  ordre  de  révolu- 
tion autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  dont  l'équation 
est 

(a^-hc^)  -  cos  o  +  (^2+  C-)  -j-  sin  0  =  0; 

cet  axe  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

a'--{-c^    .  b--^c^  ^ 

X  = sin  o,  y  =  — ; —  cos  ç,  :;  =  0, 

il  coïncide  donc  avec  la  génératrice  a  du  paraboloïde  obtenu 
précédemment. 
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Deuxième  solution.  —  l''  Si  Ton  prend  pour  origine  le  point 
M  où  la  génératrice  G'  rencontre  l'ellipse  de  gorge,  pour  axes 
des  X  et  des  y  la  normale  et  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  de 
gorge,  et  pour  axe  des  2  la  perpendiculaire  au  plan  des  xy, 
l'équation  de  l'hyperboloïde  est 

y2  _ ,^2.2  _^_  ^^2  _^ 9Ba?y  +  2Ca;  =  0. 

Les  coordonnées  a,  p,  y  d'un  point  P  de  la  génératrice  G 
vérifient  les  relqitions 

a  =  0,  p  =  my. 

Les  équations  de  la  normale  en  ce  point  sont 


B,3  +  G 

■       P 

--m^Y' 

les 

du 

rayon 

réfléchi  IR 

sont 

X 

y  —  m'( 
m-; 

3-+-Y 

BmY-i-C 

'«'ï 

L'équation  de  la  surface    engendrée  par  le  rayon  réfléchi 
s'obtient  en  éliminant  y  entre  ces  équations;  on  trouve 

/  N        /  .rUrrthriU  —  z)       ^1 

mx{my—z)  =  {y-{-mz)\        \^    ,    ^ -+- C  , 
l       1    r  III-  J 

ou 

fv  •+-  mz  I 

Le  lieu  engendré  par  IR  est  un  paraboloïde    hyperbolique 
dont  les  plans  directeurs  ont  pour  équations 

rny  —  z^  0, 

Bfy-i-mz)  — (1  -+'m^)x  =  0. 

L'un  de  ces  plans  est  perpendiculaire  à  la  seconde  génératrice 
qui  passe  par  le  point  M. 

2"  Les  coordonnées  du  point  1  d'incidence  sont 

B^-hC                        ?(i-f-m^) 
Xi  =  — -r—  »  Vi  =  — z — ■  '  Zi  =  0. 
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L'équation  de  la  sphère  IP  est 

ou 

r«y  (m^-i- 1)  —  2mYLBa:  4- (  1  +  m^)?/] -j- m2(a;2 -H  y2+ z2)  —  2Ga7  =  0. 
L'équation  de  l'enveloppe  de  cette  sphère  est 
[Bj; -h  (1  +  m2)y]2  —  (m2  -t-  i){m\x'^  -+-  xf-  +  z^)  —  2Ca?]  =  0. 
Cette  enveloppe  est  une  quadrique  de  révolution  autour  de 

Taxe  qui  a  pour  équations 

(i+;»^)(^-;^)-Bî/  =  o,        1  =  0. 

Cette  surface  contient  les  génératrices  G  et  G'  qui  passent 
par  le  point  M. 

Solution  géométrique.  —  1°  Le  rayon  réfléchi  IR  passe  par  le 
point  P',  symétrique  du  point  P  par  rapport  au  plan  de  l'ellipse 
de  gorge,  et  ce  rayon  est  normal  en  P'  à  l'hyperboloïde.  La 
.««irface  engendrée  par  le  rayon  IR  est  donc  le  lieu  formé  par 
les  normales  menées  à  l'hyperboloïde  par  les  différents  points 
de  la  génératrice  G',  qui  est  symétrique  delà  génératrice  G  par 
rapport  au  plan  de  gorge,  et  l'on  sait  que  ce  lieu  est  un  para- 
boloide  hyperbolique  dont  l'un  des  plans  directeurs  est  per- 
pendiculaire à  la  génératrice  G'. 

20  Le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  coupe  ce  paraboloïde  suivant 
la  normale  en  M,  qui  appartient  évidemment  au  paraboloïde, 
et  suivant  une  autre  droite  a,  qui  est  le  lieu  du  point  L 

Si  l'on  considère  un  point  Pi  voisin  du  point  P,  on  voit  que 
les  deux  sphères  IP,  IjPi  se  coupent  suivant  un  cercle  ayant 
son  centre  sur  A  et  son  plan  perpendiculaire  à  A.  Lorsque  les 
points  P  et  P,  viennent  se  confondre,  la  position  limite  de  ce 
cercle  a  pour  centre  la  projection  du  point  P  sur  la  droite  A. 
Donc  l'enveloppe  des  sphères  de  rayon  IP  est  engendrée  par 
un  cercle  dont  le  centre  décrit  la  droite  A,  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  cette  droite,  et  dont  la  circonférence  s'appuie 
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sur  la  génératrice  G  ;    cette  enveloppe  est  l'hyperboloïde  de 
révolution  engendré  par  la  droite  G  en  tournant  autour  de  A. 


111.  Trouver  C enveloppe  d'un  plan  tel  que  la  somme  de  ses  dis- 
tances à  n  points  fixes^  multipliées  respectivement  par  des  nom- 
bres fixes,  ait  une  valeur  donnée. 

Première  solution.  —  Soient  (a?i,  yi,  Zi),  . .  .  {x„,  t/„,  z„)  les 
coordonnées  des  n  points  ûxes,  (a,  p,  y)  les  coordonnées  du 
centre  des  distances  proportionnelles,  lorsque  les  points  sont 
affectés  des  coefficients  X,,  >2,  ...  X„,  et  ^SXi  la  somme  cons- 
tante; on  a 

liiuxi  -^vtji-hwzi  —  4)  H-  X2(wj:^2  -h  vy^  -f-  wz^  —  1)  -+-  •  •  • 

ou  

UIX-+-  Dp-h  H'Y  —  1  =  h\/u^  -f-  «^  -h  w^. 

Cette  relation  montre  que  le  plan  est  à  la  distance  h  du  pyint 
(a,  p,  y);  par  conséquent  l'enveloppe  du  plan  est  une  sphère 
ayant  pour  centre  le  point  (a,  ^,  y)  et  pour  rayon  h. 


Deuxième  solution.  —  Soient 

aiu  -h  ùiv  H-  CiW  —  1=0, 


ttou  4-  bcV 


a„u  -+-  bv  -h  c„iv  —  1=0 


les  équations  tangentielles  des  points  donnés. 

Si  Ton  appelle  Xi,  X2, . . .  X»  les  cofficients  qui  multiplient  Jes 
distances  de  ces  points  à  un  plan  (m,  u,  w)  et  k  la  valeur  donnée, 
on  a 


Xi(aiW-i-  6iU  +  Cj«;  —  1)-h  A^_{aiU-\-  ...)+...  =  k\/ii'-hv'^  ->~  v^, 

ou  

liSXifli  -f-  vT/.ibi  -+-  w'^liCi  —  SXj  =  k)/u^  -h  v-  -t  u:^ 

Si  l'on  pose 


298  ENVELOPDES  ET  COMPLEXES 

l'équation  précédente  devient 

(au  -h '^fiv -+- -{W  —  if  =  h^{lâ  4-  U^  -H  W2), 
ce  qui  est  l'équation  tangentielle  d'une  sphère. 

Donc  l'enveloppe  du  plan  est  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  point  de  coordonnées  (a,  p,  y),  c'est-à-dire  le  centre  des  dis- 
tances proportionnelles  des  points  donnés,  et  pour  rayon  h. 


112.  Parmi  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  les 
//ii'rmes  plans  cycliques,  il  y  en  a  trois  qui  sont  tangentes  à  un 
plan  quelconque  ;  démontrer  que  les  droites  qui  joignent  le  centre 
aux  points  de  contact  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Soit 

ax^  +  by^  +  cz^  —  \  =  0 

l'équation  d'une  quadrique  rapportée  à  ses  axes. 

L'équation  générale  des  quadriques  qui  ont  les  mêmes  plans 
cycliques  est 

ax-  +  by'^  -H  '^'-  -  •  1  -f-  Xx'^  +  J/^  +  2^)  =  0. 

L'équation  tangentielle  de  ces  surfaces  est 

u^  r)2  w^  _ 

a-t-X       b-hl       c-f-X  ~ 

Un  plan  quelconque  {u^,  !;„,  w^)  est  tangent  à  cette  surface 
lorsqu'on  a 

a  +  X       6-i-X       c-hX 

Comme  cette  équation  admet  trois  racines  réelles  X,,  \,  X3, 
il  y  a  trois  des  quadriques  qui  sont  tangentes  au  plan. 
L'équation  du  point  de  contact  de  l'une  de  ces  surfaces  est 

a  +  X^é-hX"^c-hX  ' 


les  coordonnées  de  ce  point  sont 
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Les  droites  qui  joignent  le  centre  0  aux  deux  points  de 
contact  Ml  {Xl,y^,z^),  Ma  (^2,  ?/2,  Z2),  qui  correspondent  aux  raci- 
nes Xj,  Xj,  sont  perpendiculaires  si  l'on  a 

XiXi  -f-  J/iî/a  ■+-  2i'2  =  0, 


-t-7 ^ ri=0. 


(a4-X,Xa^-X,)      (6-+-Xi)(6  +  X2)       (c-H  X,)(c -h  X,) 
Cette  relation  s'obtient  en  retranchant  les  égalités 
ni  vl  iv\ 


a -h  Xj  "^  A -+- Xi      CH-X, 


1  =0, 


4-,-^+^!^_l=0, 


et  en  divisant  par     X,  —  X^. 

Donc  les  droites  OMi,  O3I2,  OM3  sont  perpendiculaires  deux 
à  deux. 

Remaroue.  —  Cette  propriété  est  corrélative  de  la  suivante  : 
Par  un  point  il  passe  trois  quadriques  homofocales,  et  ces  guadri- 
qnes  se  coupent  orthogonalement. 


113.  Par  une  droite  on  peut  mener  deux  plans  tels  que  les 
pôles  de  Vun,  par  rapport  à  deux  quadriques  ayant  les  mêmes 
plans  principaux,  se  trouvent  sur  l'autre,'  ces  plans  sont  perpen- 
diculaires lorsque  les  quadriques  sont  homofocales. 

Soient 

au-  +  6y2  4-  cio^  —  l  =0, 

a!u-  H-  b'v-  -f-  c'w-  —  i  —  0 
les  équations  tangentielles  des  deux  quadriques  données. 

Si  (mi,UoWi),  (w2,U2,W2)  sont  les  coordonnées  de  deux  plans 
fixes  passant  par  la  droite,  les  coordonnées  de  deux  plans 
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quelconques  passant  par  cette  droite  sont 

Ui  -H  kuj  Vi  -+■  kv2  Wi  -+-  kwt 

i-hk   '  T+T'  T+T"' 

Ml  -t-  k'u, 

1  +  yfc'"' 

Les  pôles  du  premier  plan  par  rapport  aux  deux  surfaces  ont 
pour  équations 

{ui-h  ku2)au-h{vi-i-kv.2)bv-+{wi-i-kvi)cw  =  1  -h  k, 

{Ui-\-ku2)a'u-h{vx-hkv2)b'v  +  {wi-tkw2)c'w  =  i-tk; 

ces  points  se  trouvent  sur  le  second  plan  lorsqu'on  a 

f  a  («1  +  ku2){ui  -+-  k'u-^)  -1-  é  (Uj  -}-  kv2){vi  -h  k'v^) 

(1)        5  -+-  c{ivi  -i-  kw2){Wi  -h  k'Wi)  =  (1  -H  /c)(l  +  A-'), 

\   a'{Ui  4-  ku2){ui  -H  k'Ui)  H 

Ces  deux  équations  déterminent  la  somme  k-j-k'  et 
le  produit  M',  d'où  l'on  peut  tirer  k  et  k' ;  par  conséquent  il 
existe  deux  plans  qui  répondent  à  la  question. 

Lorsque  les  quadriques  données  sont  homofocales,  les  diffé- 
rences a'  —  a,  b'  —  b,  c'  —  c  sont  égales,  et,  en  retran- 
chant les  équations  (1),  il  vient 

{ui-^ku2){ui-^k!u2)^{Vi-^kv2){v>i-hk'v2)+[Wi+kw2)[Wx-hk'v)2)  =  ()\ 
cette  relation  montre  que  les  deux  plans  considérés  sont  per- 
pendiculaires. 


114.  Toute  section  plane  d'une  quadrique  peut  être  considérée 
comme  la  focale  d'une  autre  quadrique  circonscrite  à  Vune  quel- 
conque des  quadriques  homofocales  à  la  première. 

Soit  f[u,  v,w)  =  0  l'équation  tangentielle  de  la  premier© 
quadrique  ;  l'équation  de  la  section  par  le  plan  (m^,  v^,  Wq)  est 

4/"(Wo,  v„  w,)f{u,  V,  w)  —  [uf!,^  H-  vfl^  +  wfl^  4'  rfr)^  =  0. 
ou,  pour  abréger, 
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L'équation 

représente  l'une  quelconque  des  quadriques  homofocales  à  la 
proposée. 
L'équation 

F(w,  y,  iv)  =  hf+  k{u'  +  u^  H-  w^)  —  R^  =  0 

représente  une  certaine  quadriqiie  circonscrite  à  la  surface 
précédente.  Les  focales  de  cette  quadrique  s'obtiennent  en 
déterminant  X  de  manière  que  l'équation 

F  (m,  V,  w)  +  \[u^  4-  «2+  ît,2)  _  0 

représente  une  courbe  plane  ;  mais,  puisqu'en  faisant  X  =  —  k 
et  h  =  4/0,  on  obtient  l'équation  de  la  section  donnée,  cette, 
section  est  une  focale  de  la  quadrique  considérée,  quadrique 
qui  est  circonscrite  à  la  surface  homofocale  quelconque. 

115.  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respective- 
ment dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et  pour  chacune  des- 
quelles la  droite  d'intersection  des  deux  plans  F  et  Q  est  un  axe  de 
symétrie. 

1°  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à  l'ellipse 
et  à  Vhyperbole  et  l'on  propose  de  démontrer  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  surfaces  du  second  ordre  S  tangentes  à  la  fois  à  tous  les 
plans  R. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  déterminer  la 
nature  de  chacune  de  ces  surfaces,  suivant  les  positions  occupées 
par  son  centre. 

3°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
les  surfaces  S  soient  homofocales. 


[Agrégation,  1884.) 


Première  solution.  —  1*  Soient 


a'      6^ 


{x  —  h^      z 


^,      1  =  0,  î/  =  0 
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les  équations  des    deux  coniques,  d^  et  c^   étant  considérés 
comme  négatifs  lorsque  l'axe  trans'verse  de  l'hyperbole  n'est 
pas  dirigé  suivant  l'intersection  des  plans  P  et  Q. 
Un  plan  R  ayant  pour  équation 

(1)  ux-hvy  -+-  ivz  —  1  =:  0 
est  tangent  à  l'ellipse,  si  l'on  a 

et  à  l'hyperbole,  si  l'on  a 

d^u^  —  c^w^— il  — uh?  =  0. 

Les  coefficients  de  l'équation  du  plan  H  vérifient  donc  la  rela- 
tion 

(2)  d^w"  —  c^ir^  —  {{  —  uhf  -H  y-iahi'  -h  bH''  —  1)  r=  0, 

quel  que  soit  A.  ,  ^^ 

L'enveloppe  de  ces  plans  s'obtient   en  éliminant  w,  u  et  i^ 
entre  les  équations  (1),  (2)  et 

d^u-\-h{\. — uh)  +  )M-u  _  Xi-u  _  — c^w 
'  X  ~     y    ~      i     ' 

Ces  équations  donnent 

hx 


!  +  • 


l^  —  k^-^  la^         V  w  rfa  _  yi2  _,_  Xaa 


y         —z  x^  ^y^ 


X  + 


d^—k'  +  la'^ 


hx 


d}  —  /i2  -f-  Xaî 
l'équation  de  l'enveloppe  est  donc 


=  (^._/,>  +  ,,„,  +  A^)   l  +  ^j-^j-p^ 


hx 
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•  {l+>)x2— 2/jx-h  (^^  —  -\{l-hl){d^^'ka^)—U^]=d^—h'-^laK 

Cette  équation  représente  une  infinité  de  surfaces  S  du  se- 
cond ordre,  ce  qui  démontre  la  première  partie. 

2"  Les  coordonnées  du  centre  de  la  surface  S  sont 

h 
X  = r  I  y  =^0,  z  =  0. 

1  +  X  ^ 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  est  l'axe  des  a?,  ce  que  l'on 
pouvait  voir  directement. 

Si  l'on  appelle  a  l'abscisse  du  centre,  on  a 


et  l'équation  des  surfaces  S  devient,  en  remplaçant, 

hx^  -  ^.hx  +  [rj;;^,  -  ^] \Md'  -  a')  -+-  fV^a^  -  a(/i  -  ^)h^-] 

ou,  en  transportant  l'origine  au  centre, 

Pour  trouver  la  nature  des  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion, suivant  la  position  du  centre,  il  faut  chercher  le  signe  du 
trinôme  en  a,  qui  est  entre  crochets.  Les  racines  de  ce  trinôme 
gont  réelles  si  la  différence 

est  positive,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

d^<{a  —  hY  ou  d^>{a  +  h)\ 

Lorsque  ces  racines  sont  réelles,  elles  sont  toutes  deux  posi- 
tives ou  toutes  deux  négatives  suivant  que  d^  est  inférieur  ou 
supérieur  à    a^  -h  h^. 

Les  deux  racines  sont  séparéespar  h  lorsque  l'axe  transverse 
de  l'hyperbole  n'est  pas  dirigé  suivant  l'axe  des  a?;  dans  le  cas 
contraire,  les  deux  racines  sont  plus  p.etites  ou  plus  grandes 
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a^  -\-h-  —  dr 
que  h  suivant  que  — est  plus  petit  ou  plus  grand 

que /«,  ou  suivant  que  l'on  a  d^^a^ — h^  ou  d^  <C  a^ — ^^ 
Lorsqu'on  a  d^  >  (a  +  hf,  les  deux  racines  a'  et  a"  du  tri- 
nome  sont  réelles  et  négatives;  lorsque  d^  est  compris  entre 
[a  —  h)^  et  {a-hh)^,  ces  racines  sont  imaginaires;  lorsqu'on 
a  d^  <C  {a — h)^,  les  deux  racines  sont  plus  grandes  que /t; 
enfin  lorsque  rf^  estnégatif,  c'est-à-dire  lorsque  l'axe  transverse 
de  l'hyperbole  n'est  pas  dirigé  suivant  l'axe  des  x,  l'une  des 
racines  est  comprise  entre  0  et  h,  tandis  que  l'autre  est  plus 
grande  que  h. 

La  nature  des  surfaces  suivant  la  position  du  centre  est  don- 
née par  le  tableau  suivant  : 

f —  00  a'  a"  0  ft  -f-  00 

[ellips.  réel  |  liyp.  à  1  n.  |  cllips.  réel  |  liyp.  à  1  n.  |  hjp.  à  2  n. 


d'>  [a-h  hf 


0  <  d*  <  (a  —  hf 


(—00  0  h  H- 00 

{a-hf<d'<{a-hhf] 

'ellips.  réel  |  hyp.  à  1  n.  |  hyp.  à  2  u. 

—  oo  0  h  a!  a"         -4-  30 
ellips.  réel  |  hyp.  à  1  n.  |  hyp.  à  2  n.  [  ell.  imag.  |  hyp.  à  2  n. 

—  co  0  a'  h  a!'         ~h  co 
hyp.  à  1  n.  ]  ellips.  réel  |  hyp.  à  1  n.  |  hyp.  à  2  n.  |  hyp.  à  1  n. 

Dans  le  premier  cas,  l'axe  de  l'ellipse  qui  est  dirigé  suivant 
Ox  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'axe  transverse  de  l'hypberbole; 
dans  le  second  cas,  les  deux  axes  ont  une  partie  commune,  et 
dans  le  troisième,  les  deux  axes  sont  extérieurs. 

Lorsque  le  centre  de  la  surface  S  coïncide  avec  le  centre  de 
l'ellipse  ou  avec  celui  de  l'hyperbole,  et  lorsqu'il  a  pour  abs- 
cisse a'  ou  a",  la  surface  se  réduit  à  un  plan  double,  qui  est 
l'un  des  plans  de  coordonnées. 

Lorsque  le  centre  est  à  l'inflni,  la  surface  est  un  paraboloïde 
elliptique  dans  les  trois  premiers  cas  et  un  paraboloïde  hyper- 
bolique dans  le  dernier. 

3°  Pou'r  que  les  surfaces  S  soient  homofocales  il  faut  qu'elles 
aient  même  centre  et  que  les  sections  principales  soient  homo- 
focales. 
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Les  surfaces  S  ont  le  même  centre  si  h  est  nul;    elles  ont 
alors  pour  équation 

X'  tr  z^ 


d^  -h  la^        U^ 


1  +  X         1  +  X       1  -t-  X 
Ces  surfaces  sont  homofocales  si  les  quantités 
rf^H-Xa^  — Xè2  rf2_j_>a2_^c» 

1-f-x     '  r+x 

sont  indépendantes  de  X,  ou  si  l'on  a 

d^  =  a*  — 62  =  a^  —  c-i. 

Ces  conditions  qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  montrenl 
que  les  sommets  de  l'ellipse,  situés  sur  Oj;,  coïncident  avec  les 
foyers  de  l'hyperbole,  et  inversement. 

Deuxième  solution.  —  l»  Le  plan  qui  a  pour  équation 
ux  ■+■  vy  -+- 102  —  4=0 
est  tangent  à  l'ellipse 

s  =  0 


=  0, 

u¥)  =  0. 

Ces  relations  peuvent  être  considérées  comme  les  équations 
tangentielles  des  deux  courbes  qui  sont  des  quadriques  infinir 
ment  aplaties.  L'équation  générale  tangentielle  des  surfaces  S 
tangentes  aux  plans  II  est  donc 

diu^  —  C2it'2  _  (1  _  i,^  2  _1_  l{a.^U'  +  ô^us  _  1)  =  0. 

2°  Le  centre  d'une  surface  S  est  le  pôle  du  plan  de  l'infini 
{u  —  V  =  îv  =  (i)\  les  coordonnées  de  ce  point  sont  données 
par  les  relations 

MOSN.  —  m  20 
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X         y         2  _    —  i 
Â^O  "^  Ô  ^— 1  — À* 

donc  le  lieu  des  centres  est  l'axe  des  x,  et  l'abscisse  a  du  centre 

est  égale  a r- 

^ ^ 

En  remplaçant  X  par    j     l'équation  tangentielle  des 

a 

surfaces  S  devient 

<i{d^v}  —  c^w^)  —  a(l  —  uhy  +  (^  —  a)(aV  4-  bH^  —  1)  =  0, 
ou 

La  discussion  des  surfaces  S  se  fait  comme  précédemhient. 

3°  Les  surfaces  S  sont  hemofocales  si  la  développable  cir- 
conscrite à  ces  surfaces  passe  par  le  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini, ou  si  le  plan 

ux  -+-  vy  H-  wz  =  0 
est  tangent  au  cône 

x^  -+-  y'-  H-  s»  =  0, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

u^-i-v^-h  iv^  =  0. 

Une  combinaison  homogène  des  équations  tangenlielles  des 
deux  coniques  données  doit  conduire  à  cette  relation  ;  il  faut 
pour  cela  que  l'on  ait 

h  =  0  et  a^  —  d^-  =  b^  =  c\ 

Donc  l'hyperbole  passe  par  les  foyers  de  l'ellipse,  et  l'ellipse 
passe  par  l'es  foyers  de  l'hyperbole. 


116.  On  considère  des  droites  D  telles  que  si  par  chacune  d'elles 
on  mène  des  plans  tangents  à  un  ellipsoïde  donné,  les  normales 
aux  points  de  contact,  M  et  M',  soient  dans  un  même  plan. 

1°  Démontrer  que  la  droite  D  et  la  droite  des  contacts  MM'  sont 
rectangulaires. 
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2°  Trouver  le  lieu  des.  droites  D  qui  passent  par  un  point 
donné  A. 

3°  Ce  lieu  est  un  cône  du  secand  degré  ;  trouioer  le  lieu  des  posi- 
tions du  point  A.  pour  lesquelles  ce  cône  est  de  révolution, 

4°  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  sont  contenues  dans 
un  pian  donné  P,  et  trouver  la  surface  S  engendrée  par  la  courbe 
C  quand  le  plan  P  se  déplace  jjarallèlement  à  un  plan  donné  Q. 

5°  Trouver  pour  quelle  direction  du  plan  Q  la  surface  S  est  de 

révolution. 

{Agrégation,  1881.) 

\°  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  normale  en 
M  [Xi,  î/i,  z^)  sont 


X  =  J7i  +  p,  — -• 


celles  d'un  point  quelconque  de  la  normale  en   M'   {x^,  rji,  -2) 

sont 

xi 
ar  =  372  -h  pa  ~  »   ....... 


Ces  deux  normales  se  rencontrent  si  l'on  a 


Xi  —  X2 


X\      X2 


Vi     Va 


Zi  —  Z,        -        - 
C^         C2 


=  0, 


;i)     [x,—x,) 


yiZ2  —  ziya 

b^c' 


Cette  condition  exprime  que  la  droiteMM' est  perpendiculaire 
à  la  droite  D,  dont  les  équations  sont 


XXi 


VVi       zZi 
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^^2  _^  ?/?/2  _^  2Z2 


Réciproquement,  lorsque  la  droite  D  est  perpendiculaire  à  sa 
conjuguée  MM',  la  relation  (1),  qui  est  vérifiée,  exprime  que  les 
normales  en  M  et  M'  se  rencontrent. 

On  peut  aussi  le  voir  géométriquement,  comme  il  suit. 

Lorsque  les  normales  en  M  et  M'  se  rencontrent,  leur  plan 
est  perpendiculaire  à  chacun  des  plans  tangents  en  M  et  M',  et 
par  suite  perpendiculaire  à  leur  intersection;  donc  la  droite  D 
est  perpendiculaire  à  la  droite  MM'  située  dans  le  plan  des 
normales,  et  réciproquement,  si  la  droite  D  est  perpendiculaire 
à  sa  conjuguée  MM',  les  normales  en  M  et  M'  sont  situées  dans 
le  plan  mené  par  la  droite  MM',  perpendiculairement  à  la 
droite  D. 

On  est  donc  ramené  à  étudier  le  complexe  des  droites  D  per- 
pendiculaires à  leurs  polaires. 

Si  l'on  désigne  par  (.x,,  y^  Sj),  {x^,  y^,  Zj)  les  coordonnées  de 
deux  points  de  la  droite  D,  la  relation  (1)  exprime  encore  que 
la  droite  D  est  perpendiculaire  à  sa  polaire  MM'  ;  donc  l'équa- 
tion du  complexe  est 

aHl -\- bhniJ.  +  chi^  =  0 . 

2"  L'équation  du  cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  le 
point  A  (a?i,  y^  Zj),  est,  d'après  la  relation  (1), 
a\x—Xi)iyiZ—Ziy)-hl>%y—yi){ziX—XiZ)+c"{z—Zi){Xiy—yiX)=0, 
ou,  en  transportant  l'origine  au  point  A,  , 

(2)     a^x{yiz  —  Zitj)-h  b^y{zxX  —  x^z)-\-c^z{Xly —  y^x)  =  0. 

Ce  cône  passe  par  les  six  normales  que  l'on  peut  mener  du 
point  A  à  l'ellipsoïde  donné.  Il  contient  aussi  toutes  les  nor- 
males que  l'on  peut  mener  de  ce  point  aux  quadriques  homo- 
thétiques  et  coaxiales  à  l'ellipsoïde  donné,  ainsi  qu'aux  surfaces 
homofocales  à  ces  quadriques,  car  son  équation  ne  change  pas 
lorsqu'on  remplace  a^,6^,c2par    ha^-\-k,     kh^ -\- k,    hc^-\-k. 

L'équation  de  ce  cône  ne  change  pas  non  plus  lorsqu'on  rem- 
place a?i,  î/i,  Zi  par  pa^i,  pj/i,  pzj,  c*est-cà-dire  lorsque  le  point  A 
se  déplace  sur  un  diamètre  de  l'ellipsoïde. 
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Ce  cùne  ne  se  réduit  à  un  système  de  deux  plans  que  si  l'une 
des  coordonnées  du  point  A  est  nulle,  ou  si  le  point  A  est  dans 
l'un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde,  et  comme  un  cylindre 
quelconque  du  complexe  a  pour  équation 

à^l{ny  —  mz)  -i-  b-m{lz  —  mx)  +  c'm{mx  —  ly)  =  0, 

ce  cylindre  se  compose  du  plan  défini  par  l'équation  précédente 
et  du  plan  de  l'infini. 

La  surface  singulière  du  complexe  se  compose  donc  des 
plans  principaux  de  l'ellipsoïde  et  du  plan  de  l'infini. 

3°  L'équation  (3)  peut  s'écrire 

{b''—c^)xitjz-h{c''  —  a^)y,zx-\-{a^  —  b^)zixy  =  0; 

elle  représente  un  cùne  de  révolution  lorsqu'on  a 

(^2  _  c2)2a;2    ^   (c2  _  «2)  y2   ^   («^  _  (,2^-i  ^ 

c'est-à-dire  lorsque  le  point  A  est  sur  l'une  des  droites  définies 
parles  équations 

{b^-c^)x  =  ±  {c'  —  a')y  =  ±:  {a'—b')z. 

Ces  quatre  droites  passent  par  l'origine  et  sont  symétriques 
deux  à  deux  par  rapport  aux  plans  principaux  de  lellip- 
soïde. 

4°  L'équation  tangentielle  du  cône  qui  a  pour  sommet  l'ori- 
gine et  pour  base  la  courbe  G  située  dans  le  plan  P  ayant  pour 

équation 

ax -h  ^y -h -{z -i- 8  =z  0 

est,  en  divisant  par  o, 

a^U  {'fV  —  pw)  4-  b^v  [nv  —  yw)  -f-  c^w[^u  —  au)  =  0, 
ou 

(Z/-  —  c^)mw  +  {â  —  œ")  '^wu  +  (a^  —  b^)^uv  =  0. 

Ce  cùne  est  tangent  aux  plans  principaux  de  Tellipsoïde  ;  son 
équation  ponctuelle  est  (t.  II,  p.  312,  n°  12) 


sl[b^  —  c^)oLX  +  ^[c^  —  a')  ^y  H-  \l[a:^  —  b')-^z  =  0. 

Cette  équation  ne  change  pas  lorsque  le  plan  P  se  déplace 
parallèlement  à  un  plan  Q  donné,  puisqu'elle  ne  contient  pas 
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0  ;  elle  représente  donc  la  surface  engendrée  par  la  courbe  C. 
L'intersection  de  ce  cône  et  du  plan  P  est  une  parabole  dont 
la  projection  sur  le  plan  des  xy  est 

[(*2  _  c2)aa?  +  (c2  -  a^)py  ■+■  (a^  —  b^){ux  -h  %  -h  ^f 

ou 

[(«s_c2)ax— (c»  — 62)py]2  +  28(a2  — 62)[(a2— c2)aa?  +  (c2— //2)^ï/l 

+  82(a2_62)2  _  0. 

5»  Le  cône  engendré  par  la  courbe  C  est  de  révolution  si 
l'on  a 

Le  plan  R  est  alors  perpendiculaire  à  l'une  des  droites  trou- 
vées précédemment. 


117 .  Étant  donné  un  hyperboloîde  à  une  nappe,  on  considère  les 
cordes  D  de  cette  surface,  qui  sont  vues  de  son  centre  sous  un  an- 
gle droit,  et  l'on  demande  : 

i°  L'équation  du  cône,  lieu  géométrique  des  cordes  D  qui  pas- 
sent par  un  point  domié  S,  ainsi  que  les  positions  du  point  S 
pour  lesquelles  ce  cône  est  de  révolution; 

2°  La  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  cordes  D  si- 
tuées dans  un  plan  d&nné  P,  ainsi  que  les  positions  du  plan  P 
pour  lesquelles  cette  courbe  est  une  parabole  ou  une  circouférence 

de  cercle. 

(Concours  général, 1885.) 

lo  Soit 

A»«  +  %2  _,_  Cz^  —  1  =  0 

l'équation  de  l'hyperboloïde  rapporté  à  ses  axes,  ou  celle  d'une 
autre  quadrique. 

Les  équutions  d'une  droite  passant  par  le  point  S  {x^,  y^,  z^) 
sont 

^  — ^0  ^  y  — ?/o  ^  z— ^0  ^ 

/  ni  n 

Les  valeurs  de  p  qui  correspondent  aux  points  d'intersection 
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de  la  droite   avec    la  quadrique  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion 

{Al-  -h Bw2  4-  Cn2)p2  _j_  2(A/a:û  -+-  Bniy^,  +  Cnz^)? 

-i-{Axl  +  Byl  +  Czl-l)  =  0. 
La  corde  D  est  vue  du  centre  sous  un  angle  droit  lorsque  les 
coordonnées  de  ses  extrémités  vérifient  la  relation 

ou  lorsqu'on  a 

ou  encore 

ai^o  -+-î/o  +  2o  +  (piH-  p2)(^a?o  H-?ftî/o  +nZo)  +  pip2(/2  4-  m2  +  n2)  =  0. 
En  remplaçant  la  somme     pi  -+-  pa    et  le  produit  pi  pj   par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  en  p,  il  vient 

Si  Ion  prend  pour  origine  le  point  S,  l'équation  du  cône  en- 
gendré par  les  cordes  D  est 

(1)    (Ax'^Btf-hCz^)d^-^{Axx,-^Byy,+  Czz,y,xx,+yy,-\-zz,) 

-hE{x'-^rf-hzf=^0, 
en  posant 

.      ^l-^yl^zl  =  d',  Axl-i-Byl-^-Czl  —  l=:E. 

Si  le  point  S  n'est  pas  sur  l'un  des  plans  principaux,  le  cône 
précédent  est  de  révolution  si  l'on  a 

Ces  deux  conditions  se  réduisent  à  une  seule, 

-r*  ,,2  -.2 

-^« 1 ^2 L__i2__o 

B-+-G      G-hA      A-+-B  ~ 

Lorsque  le  point  S  est  dans  l'un  des  plans  principaux,  le 
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plan  des  xy  par  exemple,  on  a 

zo  =  0,  B  =  B'  =  0; 

le  cône  est  alors  de  révolution  si  l'on  a 

[(G  _  A)  ûf^  +  2Ax?,][(G  -  B)  rf^  +  2Byl]  -  (A  +  ^fx^yl  =  0, 
ou 

[{C-i-A)xiMC-hB)yl-{A-{-B)yl][{G-\-A)xl-h{C-h'B)yl-{A-hB)xî] 

-(AH-B)V„y^  =  0, 
ou  encore 

[{C^A)xl-h{G-hB)yl][{C+A)xlMC+B)yl-{A+B){xl^yl)]  =  0. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux: 

B-4-C^C  +  A~"' 

{C-B}xl-^{C-A)yl  =  0. 

Le  point  S  doit  donc  se  trouver  sur  le  cône  r  ayant  pour 
équation 

X^  7f  Z- 

B  +  G      C4-A      A  +  B 
t)u  sur  l'une  des  focales  de  ce  cône. 

Le  cône  r  est  iinaginaire,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde;  il  est 
réel,  dans  le  cas  de  l'hyporboloïde  à  une  nappe,  si  l'axe  imagi- 
naire n'est  pas  plus  grand  que  chacun  des  deux  autres  axes. 

L'équation  du  cône  du  complexe  formé  par  les  droites  D 
qui  passent  par  le  point  S  peut  aussi  s'écrire 

(2)  (B  +  G){zy,  -  yz,Y  +  (G  -\-A){xz,  -  zx.f 

+  [A^  B)[yx,~  xy,f  ^  x^-^  y''  +z\ 
d'où  il  résulte  que  l'équation  du  complexe  est 

(3)  (B  +  C)X2  4-(C-hA)|a2  4-(A-hB)v2=/2  4-m2H-n2. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  représente  les  deux 
plans  tangents  menés  du  point  S,  au  cône  r,  et  cette  équation 
montre  que  si  le  premier  membre  représente  deux  plans  con- 
fondus, le  cône  du  complexe  est  de  révolution. 
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Donc  le  cône  du  complexe  est  de  révolution  lorsque  le 
point  S  est  sur  le  cône  r. 

Le  cône  du  complexe  est  aussi  de  révolution  lorsque  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (2)  représente  deux  plans  tangents 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  S  est 
sur  l'une  des  focales  du  cône  r. 

2°  Cherchons  l'enveloppe  des  cordes  D  situées  dans  un  plan  P 
dont  l'équation  est 

u^x  -h  v^y  ^  w^z  +  yi„  =  0. 

L'équation  du  cône  ayant  pour  base  la  section  de  la  quadri- 
que  par  ce  plan  est 

o{x,  7/,  z)  =  hl{\x'-^\\if  +  Cz^)  —  [v,x-\-v^y+u\zf  ==  0. 

Le  plan 

ux  -\~  vy -\- wz  =  0 

coupe  le  cône  précédent  suivant  deux  droites  rectangulaires 
lorsqu'on  a 

(-i)      fiu,  u,  w)  =  '-p(u,  V,  iv]  —  k{u^-{-v'-  +  W')  —  0, 

en  désignant  par  k  la  somme  des  coefficients  des  carrés   des 
variables  x,  y,  z,  ou  en  posant  ' 

k  =  Ahl  —  ul  -+■  Bhl  —  vl  -h  G//2  —  lol. 

L'enveloppe  du  plan  considéré  coupe  le  plan  P  suivant  l'en- 
veloppe des  cordes  D. 

L'équation  ponctuelle  du  cône  qui  a  pour  sommet  l'origine 
et  pour  base  l'enveloppe  des  cordes  D  s'obtient  en  éliminant 
u,  V,  2^  et  X  entre  les  équations 

khi  —  k  —  i<o(M(,m  4-  v^v  4-  w^io)  ■=  \x, 
B/ig  —  k  —  WqI^o"  H"  "o"  +  Wf^w)  =  ly, 
Chl  —  k  —  iVq{UqU  4-  U(,u  4-  Wf^w)  =  Xz, 

ux  -{-  vy  -\-  ivz  =  0  ; 
on  trouve 

(5)  (  ^'    ,    y'        ^'  \(  ^l    ,    vl    ,    ^^à     . 

^  ^    \khl-k     Bhl-k     Chl-kJ\Ahl-k     Bhl-k     Chl-k 


(    u,x  v,y  w,z    y 

\AH-k      Bhl—k      Chl—kj  ' 
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La  section  est  une  parabole  lorsque  le  plan  parallèle  mené 
par  l'origine  est  tangent  à  ce  cône,  ou  lorsqu'on  a 

cp(Wo,  «0,  W,)  —  h[vl  +  Vl  +  M.'^)  rm  0, 

ou  encore 

(B  +  .C)  ul  4-  (C  -}-  A)  y^  +  (A  4-  B)  wl  =  0. 

Le  plan  P  doit  donc  être  parallèle  à  un  pian  tangent  au 
cône  r. 

On  arrive  autrement  à  cette  conclusion,  en  remarquant  que 
l'équation  tangentielle  de  la  courbe  du  complexe  est 

(B  +  qiuh^  —  huj  +  (G  -t-  \)ivh,  —  hv,Y  +  {k-^-B){wh,  —  hw,f 
=  [viv^  —  wv^,Y  +  (wi/q  —  uw^y  +  (wUq  —  vu^y. 

Le  premier  membre  égalé  à  zéro  représente  la  section  du 
cône  r  par  le  plan  P,  et  le  second  membre  égalé  à  zéro  repré- 
sente les  deux  points  cycliques  relatifs  au  plan  P.  La  conique 
du  complexe  est  donc  homofocale  à  la  section  du  cône  r  par 
le  plan  P. 

Pour  que  la  conique  du  complexe  soit  une  parabole,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  section  du  cône  r  par  le  plan  P  soit  aussi  une 
parabole,  ou  que  le  plan  P  soit  parallèle  à  un  plan  tangent  au 
cône  r. 

Pour  que  la  conique  du  complexe  soit  un  cercle,  il  faut  que 
la  section  du  cône  r  par  le  plan  P  soit  un  cercle  ou  un  point 
double,  c'est-à-dire  que  le  plan  P  soit  un  plan  cyclique  du 
cône  r  ou  que  ce  plan  passe  par  le  sommet  du  cône. 

On  arrive  au  même  résultat  en  cherchant  les  plans  cycliques 
du  cône  représentés  par  l'équation  (5)  et  en  exprimant  que 
l'un  de  ces  plans  est  parallèle  au  plan  P. 


118.  Étant  donnés  un  ellipsoïde  E,  de  centre  0,  et  un  cône 
du  second  ordre  Q,  de  sommet  S,  on  considère  un  trièdre  Oa^y, 
dont  les  arêtes  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  ^rfe 
rellipsoide,  et  on  prend  le  point  d'intersection  de  chaque  arête  de 
ce  trièdre  avec  le  plan  diamétral  qui  lui  est  conjugué  dans  le 
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cône  Q.  On  obtient  ainsi  trois  points  A,  B,  C   qui  déterminent 
tin  plan  P. 

1'  Démontrer  que  le  pian  P  passe  par  un  point  fixe  F,  quand 
le  trièdre  Oapy  ^o-rie. 

2"  Les  points  S  et  T  déterminent  une  droite  D;  trouver  le 
lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point  donné  w,  lorsque  le 
cône  Q  se  déplace  en  restant  égal  et  parallèle  à  un  cône  fixe. 

rV  Trouver,  dans  la  même  h;/polhèse,  l'enveloppe  G  des  droites 
D  qui  sont  situées  dans  un  plan  donné  H. 

4°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  G,  lorsque  le  plan  H 
se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  droite  donnée. 

[Agrégation,  1892.) 

i"*  Prenons  pour  axes  les  trois  diamètres  conjugués  communs 
à  l'ellipsoïde  et  au  cône  Q  transporté  parallèlement  à  lui-même 
de  manière  à  avoir  son  sommet  en  0. 

Les  équations  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  sont 

a^       b^       c^ 
Ax'-{-Bt/^Cz'  =  0. 
Si  nous  désignons  par  {x^,  y^,  z^)  les  coordonnées  du  som- 
met S  et  par  >^i,  (jii,  vj  les  coefficients  directeurs  d'un  dianaètre 
de  l'ellipsoïde,  l'équation  du  plan  diamétral  conjugué,  dans 
le  cône,  est 

X,A(a?  —  Xo)  -+-  fxi3(i/  —  yj  -+-  v,G(z  —  z^)  =  0. 
Les  coordonnées  du  point  où  ce  plan  coupe  le  diamètre  sont 

^1  ^  ^'-ipi,         yi  =  f^ipi,         h  =  VjPi, 

en  supposant  (jue  l'on  ait 

_   A>MXo  +  Bi-ti?/o-i-CviZo 

p'  -       AÀï'  +  BiJi^  +  Cvf 

Les  coordonnées  (a?,,  y^,  z^),  {x^,  y^,  z^)  des  points  où  les 
deux  autres  diamètres  conjugués  coupentles  plans  diamétraux 
conjugués,  dans  le  cône,  s'obtiennent  en  permutant  les  indices 
dans  les  formules  précédentes. 
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Un  point  quelconque  du  plan  ABC  a  pour  coordonnées 
/Ma?i4-/c2X2+A'32^3  Jiil/i+ky^+lhy^  kiZi->rluM-\-hz 


Ih+lh-^lh      '    "^  ki-^ki-\-ki       '    ^         ki+k2+k3 

et  si  l'on  prend  pour  /i,,  L,  kz  les  dénominateurs  de  pi,  pa,  ps, 
ces  coordonnées  deviennent 

^Xi(AXia?o  +  B;x,?/o  -hGvi2o)  +  X2(A>v2a7o  -i-Bix.y,,  -h  CvoSg) 

^ +  \{A.lzX^  +  B^aVo  -+-  Cvii^o) 

A(Xf  +  X|  +  X|)  +  B([a?  4.  j,|  _j_  j^lj  ^_  c(vf -H  v2  4- v^) 

Aa^a?n 


Aa2  +  B6-  +  Gc^ 


y  = 


Aa'  +  B6^  +  Cc^  Aa2  -+-  B6^  -h  Cc^ 

parce  que  l'on  a 

X?  -+-  U  +  11  =  a\        ix\  +  |4  +  ixl  =  b\        v\  +  vl  +  v2  =  c\ 
Xj-Xj  -f-  Xj.ua  -H  Xai^a  =  0,  fJLjV,  -\ , 

Le  plan  P  passe  donc  par  un  point  Oxe  F,  qui  a  pour  coor- 
données 

_         Aa-Xo  Bhh/^  Cc% 


"^     Aa^+Bô^-hCc^  '     ^     Aa^+B^^+Gc^  '    ^     Aa^+B^^+Gc» 
2*  La  droite  SF  a  pour  équations 

x  —  x,       _       y  —  yp       ^       g  — Zq 
(B62  +  Gc2)a?o        (Gc2H-Aa^)2/o        (Aa^  +  Bô^jz/ 
celte  droite  passe  par  le  point  00(0?',  y',  z')  si  l'on  a 

^'  —  ^0       ^       y'  —  !/o       ^        z'—z,       ^ 
{Bb^  +  Cc^)x,       {Cc^+Aa')y,       (Aa^-hBô^jz^       " 
ou 

y' 


~'     H-p(B62+Gc^j  '     ^°     l+p(Gc2+Aa2)  '     ^^     l+plAa^+BÔ^)' 
En  prenant  pour  origine  le  point  F',  les  équations  de  la 
droite  SF  peuvent  s'écrire 

a;[iH-p(B6^  +  Cc^)]  _  y[l  +  p(Cc^  +  Aa^)]  _  z[l-f-p(Aa2  +  B6^)] 
{Bb^-hGc'')x'       ~        (Gc-'+Aa^jy'       ~       (Aa»  +  B6^)z'      ' 
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Mb' -h  Ce 

y 


--^rOX  —  ex'  =   0, 


._|_py_aj/'  =  0, 


-f-  oz  —  <sz'   =  0. 


Le  cône  engendré  par  la  droite  SF  a  donc  pour  équation 

X  y  z 


X  y  z 

x'  xj  z' 


0, 


ou 


(AV  — B-//)z'a^?/  -^  iWb'  -  C'c')x'yz  +  [C'c' —  Ahà)y'zx  =  0, 
ou  encore 


avec  la  condition 


a+|3+Y  =  0. 


Ce  cône  passe  par  les  axes  de  coordonnées  et  par  la  droite 
FO  ;  il  ne  change  pas  lorsque  le  point  F  se  déplace  sur  une 
droite  passant  par  0. 

3°  Soient 

u^x  +  v^,y  +  w^z  H-  //,,  —  0, 

ux  -+-  vy  -{-  ivz-^h  =  0 

les  équations  du  plan  ûxe  H  et  d'un  plan  variable. 

La  droite  d'intersection  de  &es  deux  plans  passe  par  les 
points  S  et  F  quand  on  a 

I    v^x'  -+-  v^y'  H-  w^z'  H-  /j„  =  0, 

\  ux'  -+-  vy'  ■+-  u'z'  -i-  h  =  0, 

j  Aa^-u^x'  H-  Bb-c^y'  +  Cc'^ii\z'  +  (Aa'-  -H  B^^  +  Cc2)Ao  =  0, 

l    Anhix'  4-  Bb'-vy'  -h  CC^tcz'  4-  ( Aa^  +  Bb'-  -+-  Cc-)h  =  0, 
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OU,  en  éliminant  les  termes  indépendants  de  oc' ,  y'^  z', 
{Bb^^  Cc^)u^x'  +  (Gc^  -H  Aa^)v,tj'  +  (Aa^  -+-  Bb^)w^z'  =  0, 

ka^ihuQ  —  hQu)x'  4-  Bb^ihv^,  —  h^v)y' -{-C,c^[hw^  —  h^w)z'  =  0. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  x',  y',  z'  entre  ces  équations 
est 

«0  "o  ^0 

u  V  w 

Aa^jhvQ  —  hQu)     Bb^hv^  —  h^v)     Cc\hit\  —  h^^w) 


0, 


Bb'-  -t-  Cc^  '  Cc^  +  ko"  ^""^  ^'' 

On  obtient  ainsi  la  condition  pour  que  le  plan  de  coordon- 
nées [u,  V,  w,  h)  passe  par  une  tangente  à  la  courbe  G,  c'est- 
à-dire  l'équation  tangentielle  de  cette  courbe. 

Les  équations  tangentielles  du  cône  qui  a  pour  sommet  le 
point  0  et  pour  base  la  courbe  G  sont 

XU^^VW  -t-  ^VqWU-\-'iWqUV  =  0. 

L'équation  ponctuelle  de  ce  cône  est  (t.  Il,  p.  312,  n"  8) 

ou 

a^ulx^-h^-vly^-^-y^wlz'^ — 'i^^v^iv^yz — ''lyMC^^u^zx — '^■x'^Uf^v^xy  =  0. 

Ce  cône  est  tangent  aux  plans  de  coordonnées,  et  la  section 
par  le  plan  H  est  une  parabole  tangente  à  ces  trois  plans. 

On  peut  remarquer  que  le  cône  ne  change  pas  lorsque  le 
plan  H  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

4<'  Un  point  w  situé  dans  le  plan  H  est  un  foyer  de  la  courbe 
G  si  les  droites  suivant  lesquelles  le  plan  H  coupe  le  cône  du 
complexe,  dont  le  sommet  est  o>,sontdes  droites  isotropes, 
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ou  si  le  c<jne  du  complexe  et  le  cône  isotrope  de  sommet  w  se 
coupent  suivant  deux  droites  situées  dans  le  plan  H. 

En  prenant  le  point  w  pour  origine,  les  équations  des  deux 
cônes  sont 

f{x,  y,  z]  =  2^x']iz-]-'îl^]i'zx-\-1-iz'x'i]  =  0, 
ç(ar,  y,  z)  =  x^'  -\-  y'^-t-z^  ■4-2Xj/z-!-2[j.sa:'H-2vj;y  =  0, 

en  désignant  par  X,  [Ji,  v  les  cosinus  des  angles  que  font  les 
axes. 

L'équation 

/•(.T,  7/,  z)—k^{x,  y,z)  =  0 

doit  pouvoir  représenter  deux  plans,  et  l'un  de  ces  plans  doit 
être  parallèle  à  une  direction  donnée,  ayant  pour  paramètres 
directeurs  (/,  m,  n). 

Pour  cela,  il  faut  que  Ton  ait 

A'v  —  y;'  k  kl  —  ao,' 

hx—pi'     kl  —  oLJc^  k 

et 

k  —  f{l,  m,  n)  =  2oLx'mn-\-'^^y'nl-[-'2.^z'lm, 
puisque  o{l,  m,  n)  est  égal  à  1. 
L'équation  du  lieu  cherché  est  donc 

/,-3  +  2  {kl  -  oix){kli  —  Pj/)(/£v  _  yz) 

—  k[{kl-OLxy--^{kix-'iyY  +  {h  —  yzf]  =  0, 
OU 

— A-[a2a;-+p-j/2-l-Y"^2'— 2XpYy2:— âfxYa^a?— 2va^xy]— 2apYa:yz=0, 
k  désignant  l'expression 

2(x.mnx -\- 'i^hiy  -+-  '^ylmz. 
Gomme  l'équation  obtenue  est  homogène  en  x,  y,  z  et  du 
troisième  degré,  le  lieu  est  un  cône  du  troisième  ordre  ayant 
son  sommet  en  0. 
Lorsque  hes  axes  sont  rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  dans  le 
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cas    OÙ   les  axes  du  cône  et  de  Tellipsoïde  sont   parallèles, 
l'équation  du  lieu  devient 

/^3  _ yt(a2a;2  +  p2y2  4_  .^a^a)  _ 2a|3Yaryz  =  0. 
Lorsque  la  droite  donnée  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de 
coordonnées,  au  plan  des  xy,  par  exemple,  on  a 

n  =:  0,  k  =  l^ilmz; 

l'équation  du  cône  se  décompose  alors  en      z  =  0     et  en  une 
équation  du  second  degré. 

Le  lieu  se  compose,  dans  ce  cas,  du  plan  des  xy  et  d'un 
cône  du  second  ordre. 


CHAPITRE    XIII 


COORDONNEES    TETRAEDRIQUES 


RÉSUMÉ 

1 .  Les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  sont  les  dislances  de  ce  point  aux 

faces  du  tétraèdre  de  référence,  ces  distances  pouvant  être  multipliées  par 
des  'facteurs  constants. 

2.  L'équation  d'un  plan  est 

ux  4-  vy  -+-  icz  4-  ri  =  0. 
On  a  le  plan  de  l'infini,  lorsque  les  coefficients  u,  v,  w,  r  sont  proportion- 
nels aux  aires  a,  P,  y,  S  des  faces  du  tétraèdre  de  référence,  les  coordon- 
nées étant  proporlionnellcs  aux  distances  du  point  à  ces  faces. 

3.  L'équation  générale  des  plans  passant  par  la  droite  d'intersection  de  ^eur 

plans 

P  =  0,  P'  =  0 

est 

P+'XP'r^O. 

4.  L'équation  générale  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné  (P  =  0)  est 

P  4-  Xax  -+-  Py  H-  Y2  +  5<)  =  0. 

5.  Les  coordonnées  d'un   point  quelconque   de  la  droite  qui  joint  deux  points 

{x^,  î/i,  z,,  U),  {x-2,  y-i,  Zî,  h)  sont 
Xi  -+■  Ixi  yi  -h  >.t/2  Z^  -+-  >>3i  <i  4-  Iti 

l-hl    '  14-X    '  14-X  14-X  ■ 

Les  équations  d'une  droite  passant  par  les  deux  points  sont 
X  —  Xi  _  y  —  yi  _  z  —  Zi  _  t  —  t\ 
Xi  — Xi''  yi—yv~'  Zi  —  zi  ~  h  —  ti 
uosx.  —  m  - .  21 
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6.  L'équation  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence  s'obtient  faci- 

lement en  écrivant  que  les  sections  de  la  surface  définie  par 

Sa.o.T?/  =  0  " 
sont  des  cercles;  on  trouve  que  celte  équation  est 
S  =:  ayz  sin  yz  +  bzx  sin  zx  +  cxy  sin  xy  -+-  dxl,  sin  xt  -h  ■  ■  ■  =^  0 , 
a,  b,  c,  d,  ...  étant  les  longueurs  des  arêtes  situées  à  l'intersection  des- 
plans    4/ =  Ô    et    z  =  0,    3  =  0    et    x  =  0,     .... 
L'équation  générale  des  sphères  est 

S -h  {<xx  -\- ^y  -h  yZ -+-  Çf; (/<.r  --!-  vy  -^-wz  -h  rt)  =  0. 

7.  L'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  est 

aiiX^  -h  Uîiy^  +  a^fi^  4-  a^P  -\-  2anxy  ■+  2ai3xz  +  ^a^xt 

-+-  'ia-i^yz  +  2cf24?/f  +  ^a3^zt  =  0^ 
ou 

I.aux'-i-2y.aiixy=0. 

8.  L'équation  tangentielle  de  la  quadrique  précédente  est 

au      fifl2      «13     «u      î' 


«21  (tn  «jj  ttn  V 

«31  «32  «33  «34  "' 

«41  «42  «43  «44  ^ 

Il  V  w  r  0 


=  0, 


SAhW'  -4-  21,A,2!<u  =  0, 
L'équation  en  coordonnées  tétraédriques  ponctuelles  se  déduit  de  l'équation 
tangentielle,  comme  celle-ci  se  déduit  de  l'autre. 

9.  L'équation  du  plan  polaire  d'un  point  [Xi,  J/i,  Zi,  U)  par  rapport  à  uue  qua- 
drique   f{x,  y,  z,  0  =  0    est 

xU,-^yf{,,  +  zîL,  +  tn,  =  Q. 

Lorsque  le  point  est  sur  la  surface,  cette  équation  représente  le  plan  tangent 
au  point  considéré. 

10.   L'équation  du  cône  circonscrit  à  une  quadrique   et  ayant   pour  sommet  le 
point  [X'i,  y,,  Zu  ti)  est 
Af{x,  y,  z,  t)f{xu  y^Zi,  U)  -  {xf^,  -4-  yf{/^  -+■  zfL^  +  «/"//  =  0. 


11.   Le  centre  d'une  quadrique  est  le  pôle  du  plan  de  l'infini; il  est  défini  par  les 
équation» 

fé  =  [i  =  (i  =  [i 

a         p         y         s 
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12.  L'iquation  des  quadriques  circonscrites  au  tétraèdre  de  référence  est 

^QtîOcy  =  0. 
En  remplaçant  x,  y,  z,  t  par  M,  v,  w,  r,   on  obtient  l'équation  tangeuticUe 
des  quadriques  inscrites  au  tétraèdre  de  référence. 

13.  L'équation  des  quadriques  conjuguées  au  tétraèdre  de  référence  est 

auX-  -h  Oiiy^  -+-  a,3S'  -+-  aj-  =  0. 
L'équation  taugentielle  a  la  même  forme. 


119.  Lorsque  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspon- 
dants de  deux  tétraèdres  sont  concourantes,  les  intersections  des 
faces  opposées  sont  dans  un  même  plan,  et  réciproquement. 

Prenons  l'un  des  tétraèdres  pour  tétraèdre  de  référence,  et 
appelons  x^,  îj^,  z^,,  t^,  les  coordonnées  du  point  0  où  se 
coupent  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants 
des  deux  tétraèdres  ABGD,  A'B'C'D'.  Les  plans  OAB,  OBG,  . . .' 
ont  pour  équations 

^   _  t  t  _  X 

et  les  droites   OAA',  OBB', 
. . .  ont  pour  équations 

y.  =  -  =  -, 

z         t  _  X 

Si  l'on  représente  par 
P  =  0  l'équation  de  la  face 
A'B'C,     les   faces    B'C'D', 


C'A'D',  A'B'D'  ont  pour  équations 
F+af-_i.)=0,     P+p 


--7)  =  ^' 
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ces  faces  doivent  couper  la  droite  ODD'  au  même  point,  ce 
qui  exige  que  l'on  ait 

Les  droites  d'intersection  des  faces  opposées  ont  donc  pour 
équations 
{x=0,  (  ?/  =  0,  \z  =  0,  U  =  0, 

j  P  ^  ht  =  0;      j  P  +  A-/  =r  0;      \?-^kt  =  0;      1  P  =  0  ; 

en  posant  a  =  p  =  y  =  —  /'"'o  >  ces  droites  se  trouvent  dans 
le  plan  qui  a  pour  équation 

p  +  kl  =  0. 
Picciproqùement,  lorsque  les  droites  d'intersection  des  faces 
opposées  sont  dans  un  même  plan,  ayant  pour  équation 

P  =  0, 
les  équations  des  faces  B'C'U',  G'D'A',  . ,  .   sont 
V-^ax-0,        P-|-?î/=0,         PH-Y2  =  0,        P-hot  =  0. 

Les  équations 

^y  =vz  =  II, 

obtenues  en  égalant  les  trois  dernières,  représentent  une  droite 
passant  par  le  point  A'  et  par  le  point  A,  c'est-à-dire  la  droite 
AA.  De  même,  les  équations 

YZ  =  S^  =  aa?,  ot  =  oix  ==  pj,  (XX  =  ^y  =  ^z 

représentent  les  droites  BB',   CC,   DD'.  Donc  les  droites  AA', 
BB',  ce,  DD'  se  coupent  en  un  point  0  qui  a  pour  coordonnées 
1      1      1     j_ 

y'   8, 

Remarque.  —  Les  tétraèdres  ABGD,  A'B'G'D'  sont  dits  homo- 
logtques. 


(^ 


120.  On  mène  par  deux  points  donnés  les  six  droites  qui  ren- 
contrent deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre;  démontrer  que  les 
douze  points  où  ces  droites  coupent  les  arêtes  sont  sur  une  même 
surface  du  second  ordre. 
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Prenons  le  tétraèdre  donné  ABCD  pour  tétraèdre  de  réfé- 
rence, et  appelons  (a,  p,  Y,  8),  (a',  iâ',  y',  S')  les  coordonnées 
des  points  donnés.  La  droite  qui  passe  par  le  premier  point  et 
qui  s'appuie  sur  les  arêtes 

AB(3  =  0,  f=0)     et    CD(a?  =  0,  7/ =  0) 

a  pour  équations 

X  _  y  z  t 

Les  coordonnées  des  deux  points  où  celte  droite  et  la  droite 
analogue,  menée  par  le  second  point,  coupent  l'arête  AB  sont 
(a,  p,0,0)     et    (a',  p',  0,  0). 
Une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  équation 

Sflii^'  -H  2Srti2.ry  =  0 
passe  par  ces  deux  points  si  l'on  a 

du    _  2ai2  _    Q22 

Donc  l'équation  du  second  ordre  définie  par  l'équation 
passe  par  les  douze  points  considérés. 


121.  Bans  toute  quadrique  tangente  aux  arêtes  d'un  tétraèdre, 
les  SIX  plans  menés  par  chaque  arête  et  le  point  de  contact  de 
l'arête  opposée  se  coupent  en  un  même  point,  et  les  intersections 
des  trois  couples  de  plans  tangents  menés  par  les  arêtes  opposées 
sont  dans  un  même  plan. 

Prenons  le  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence,  et  choi- 
sissons les  paramètres  multiplicateurs  de  manière  que  les 
coefficienls  de  x^,  y^,  z^,  V-  soient  égaux  à  l'unité.  L'équation 
de  la  quadrique  tangente  aux  arêtes  est  alors 

/"(a-,î/,z,  f)=j?-+?/^H-22-^f2_9,.j/— 2a-z— 2x'<— 2?/;— 2»/< -ii:/ =0. 
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Le  plan  qui  passe  par  une  arête  (z  =0,  t  —  0)  et  le  point 
de  contact  de  l'arête  opposée  (a^  =  0^,  y  =  0,  z  =  ^  =  1),  a  pour 
équation 

z  —  ^  =  0  ; 

de  même,  les  autres  plans  analogues  ont  pour  équations 
f— -a?  =  0,      X  —  î/  =  0,       

Ces   plans  se  coupent  au  point   M    dont  les  coordonnées 

sont 

x  =  y  =  z  —  t-=i. 

Les  plans  tangents  menés  par  deux  arêtes  opposées 

(2  =  0,^=0),      (07  =  0,  y  =  0) 

ont  pour  équations 

La  droite  d'intersection  de  ces  plans  et  les  deux  autres 
droites  analogues  se  trouvent  dans  le  plan  qui  a  pour  équa- 
tion 

c'est-à-dire  dans  le  plan  polaire  du  point  M. 


422.  Les  plans  polaires  des  sommets  d'un  tétraèdre,  par  rap- 
port à  une  quadrique  quelconque^  coupent  les  arêtes  qui  partent 
des  sommets  correspondants  en  douze  points  ;  démontrer  que  ces 
points  sont  sur  une  même  quadrique. 

Soit 

l'équation  de  la  quadrique  rapportée  au  tétraèdre  ABCD. 

Le  plan  polaire  du  sommet  k{y  =  0,  z  =  0,  f  =  0)  a  pour 
équation 

Ona?  -H  tti^y  -T-  ai33  -f-  «^^  —  0. 

Les  coordonnées  des  points  où  ce  plan  coupe  les  arêtes  AB, 
AG,  AD  vérifient  les  relations 
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2  =  0,            i  =  0,  fliia;  H-  a,2y  =  0  ; 

<  =  0,            y  =  0,  a,ia7  +  ai3S  =  0; 

y  =  0,            z  =  0,  aiiX-\-ai,J  =  0. 
On  oltient  de  même  les  coordonnées  des  autres  points,  et  les 

deux  points  situés  sur  l'arête  AB  sont  déflnis  par  le-s  équa- 
iions 

z  =  0,            t  =  0,  <7ux-i-  fli,?/  ==  0, 

Z  =  0,  t  =  0,  ttiiX  H-  aaaj/  —  0. 

Une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  équation 

passe  par  ces  deux  points  si  l'on  a 

«11       _  2ai2  _         «22 

OuOi2        «12  -+-  an022        cman 
et  si  l'on  prend 

a,i    =    au,  «22   =    022,  20ti2=ai2H , 

«12 

on  obtient  pour  les  autres  coefficients  des  valeurs  qui  se  dé- 
duisent des  précédentes  en  permutant  les  indices. 

Les  douze  points  considérés  se  trouvent  donc  sur  la  quadri- 
que  définie  par  l'équation 


123.  1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  droite  d'intersection  des 
plans  polaires  d'un  point  P  par  rapport  à  deux  quadriques  don' 
nées  lorsque  ce  point  P  décrit  une  droite. 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  P  lorsque  la  droite  d'in- 
tersection des  deux  plans  polaires  décrit  un  plan. 

l"  Rapportons  les  deux  quadriques  à  leur  tétraèdre  conju- 
gué, et  soient 

ax^  -h  hrf  H-  cz^  H-  dt''  =  0, 
a'x--  +  b'y'^  +  c';2  4-  c/'i-  =  0 

les  équations  des  deux  quadrlcjnes. 
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Lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  qui  joint  les  deui  points 

(«0'  Po'  ïo»  Ml     («1»  Pi5  Yi5  ^i)>     l6S  coordonnées  de    ce   point 
peuvent  se  représenter  par 

et  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux  quadri- 
ques  ont  pour  équations 

Saag.T  4-  /vSaaia?  =  0, 
Sa'a(,a?+  k-a'y-xX  =  0. 

L'équation  du  lieu  engendré  par  la  droite  d'intersection  de 
ces  deux  plans  est 

^ay.^x.'ïia'a.iX  —  Srt'a(,.r.2aa,a?  =  0. 

Gomme  les  termes  en    x^,  ?/^  z^,  t^    se  détruisent,  le  lieu 
est  une  quadrique  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence. 
2"  Soient    (a,  p,  y,  8)     les  coordonnées  du  point  P  et 
ux  -^  vy  -h  wz  -{-  rt  ■=:  0 

l'équation  du  plan  qui  doit  contenir  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  polaires  du  point  P 
Ces  plans  polaires  ont  pour  équations 

aytx  H-  à^y  +  CfZ  -h  dot  =  0, 

a'^x  4-  ô'p?/  +  c'-(Z  -H  d'ot  =  0, 

et  Ton  doit  pouvoir  déterminer  k  de  manière  à  ce  que  l'on 

ait 

(a  +  ka')oi  _  jb  +  kb')^  _  {c-hkc')^  _  {d-{-kd')o 

u  V  IV  r 

Le  point  P  a  pour  coordonnées 

a-{-ka'  b-\-kb'  '       c-^kc'  d-{-kd' 

où  1i  désigne  un  paramètre  variable. 

Si  l'on  remplace  or,  y,  z,  t  par  les  coordonnées  du  point  P, 
dans  l'équation  d'un  plan  quelconque,  on  obtient  une  équation 
du  troisième  degré  en  k,  d'où  il  résulte  que  le  lieu  du  point  P 
est  une  cubique  gauche;  cette  cubique  passe  évidemment  par 
les  sommets  du  tétraèdre  de  référence. 
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124.  Lorsqu'une  quadrigue  est  circonscrite  à  un  tétraèdre,  les 
plans  tangents  menés  par  les  sommets  coupent  les  faces  opposées 
suivant  quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  hyperbo' 
loïde. 

L'équation  de  la  quadrique  rapportée  au  tétraèdre  est 

f[x,  y,  z,  t)  =  Sfla.r?/  =  0. 

Les  équations  des  plans  tangents  menés  par  les  sommets 
sont 

/;  =  0,        f;,  =  0,        fi  =  0,        /■;  =  o. 

Les  équations  des  droites  suivant  lesquelles  ces  plans  cou- 
pent les  faces  opposées  sont 


x  =  0, 

any-haïaZ-ha^.t  =  0; 

y  =  o, 

a2iX  -h  «232  -f-  «2'/  =  0; 

z  =  0, 

OsiX  4-  a^iy  -f  «3  J  =  0  ; 

t  =  0, 

a^^x  -h  a,,?/  +  a.jj  =  0 

Une  droite  qui  s'appuie  sur  les  deux  premières  a  pour  équa- 
tions 

ax-^a^y  -+-ai3J4-a,;<  =  0,  a^x-h  ^y  +  a.^z  -\-  a^.t  =  0; 

cette  droite  rencontre  les  deux  autres  quand  on  a 

«12      !B      a,,     =0. 

«13       «23       «31 

Une  droite  qui  se  déplace  en  rencontrant  les  trois  premières 
droites  engendre  un  hyperboloïde,  et  comme  toute  droite  qui 
rencontre  les  trois  premières  rencontre  aussi  la  quatrième,  les 
quatre  droites  sont  des  génératrices  du  même  système. 

On  peut  encore  démontrer  le  théorème  de  la  manière  sui- 
vante. 

La  première  des  droites  considérées  est  dans  le  plan  x  —  Q, 
et  les  trois  autres  coupent  cette  face  en  des  points  tels  que 
l'on  ait 
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a?  =  0,  2/  =  0,  —  H 0  : 

ar  ^  0,  z  =  0, 


1. 

-+- 

t 

=  0; 

«3i 

a-xi 

JL 

-+- 

± 

=  0. 

X  =  0,  «  =  0, 

«43  «i2 

Puisque  l'on  a 

^24    ^=   ^42  5  ^23   =  <ïa2,     ■  ■  • 

ces  trois  points  sont  sur  la  droite  définie  par  les  équations 

«3  1  «42  «23 

Celte  droite  et  les  trois  droites  analogues  situées  dans  les 
autres  faces  rencontrent  les  quatre  droites  données,  et  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois 
des  droites  obtenues  est  un  byperboloïde  qui  contient  les  qua- 
tre droites  données. 

On  voit  que  les  droites  obtenues  sont  des  génératrices,  d'un 
autre  système,  du  même  byperboloïde. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  interprète  les  calculs  précédents  en 
coordonnées  tétraédriques  tangentielles,  on  démontre  le  théo- 
rème suivant  :  Lorsqu'une  quadrique  est  inscrite  à  un  tétraèdre, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  aux  sommets  oppo- 
sés appartiennent  à  un  même  hyperboloïde. 

HcmarqueII. —  Si  l'on  prend  une  quadrique  quelconque, 
les  plans  polaires  des  sommets,  par  rapport  à  la  quadrique, 
coupent  les  faces  opposées  suivant  des  droites  qui  ont  les 
mêmes  équations  que  les  droites  considérées  précédemment; 
ces  quatre  droites  sont  donc  sur  un  même  hyperboloïde.  On 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  :  Si  les  sommets  d'un  tétraè- 
dre sont  les  pôles  des  faces  d'un  autre  tétraèdre  i^cir  rapport  à 
une  quadrique  donnée,  les  faces  correspondantes  se  coupent  sui- 
vant des  générab'ices  d'une  même  quadrique. 
I 
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125.  Les  q'i'ilre  droites  défîmes  par  les  équations 


a,.       a,3       a,.' 

z          t 

323  ~  a... 

X 

"~  a., 

a,.       331       a32 

a.,        a,. 

z 

appartiennent  à  un  même  hijperboloïde  lorsque  les  coefficients 
ayant  les  mêmes  indices  placés  dans  un  ordre  différent  sont 
égaux. 

La  droite  menée  par  le  sommet  h.[y  =  z  =  t  =  0)  du  té- 
traèdre de  référence,  et  ayant  pour  équations 

P?/  =  ïz  =  ^t, 
rencontre  les  quatre  droites  données  si  l'on  a 

a-2:  ^23'  «32  «3  s'  «13  «12' 

mais,  puisque  l'on  a 

«21    =    «42.  «23    =    «32,     ...     , 

on  peut  prendre 

^   =    a^l,  Y    ==    «2V,  5    =^    «23. 

Cette  droite  a  donc  pour  équations 

«3V?/    =    «2;2  =   «23^. 

On  voit  de  même  que  les  droites  ayant  pour  équations 
«412  =  a^t  =  a^^x, 
a^t  =  a^.oc  =  041  j/, 

«23a?   =   «13?/.—   «12^ 

rencontrent  les  quatre  droites  données. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie 
sur  trois  de  ces  droites  est  un  hyperboloïde  qui  contient  les 
quatre  droites  données.  Cet  hyperboloïde  contient  aussi  la 
quatrième  droite  qui  rencontre  les  droites  données  ;  donc 
ces  quatre  droites  sont  des  génératrices,  d'un  autre  système, 
du  même  hyperboloïde. 
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L'hyperboloïde  est  évidemment  tangent  aux  faces  du  tétraè- 
dre de  référence. 


126.  Lorsque  les  sommets  de  deux  tétraèdres  sont  deux  à  deux 
■sur  quatre  génératrices  du  même  système  d'un  hyperboloïde,  les 
intersections  des  faces  correspondantes  sont  aussi  des  génératrices 
du  même  système  d'un  autre  hyperboloïde^  et  réciproquement. 

Prenons  l'un  des  tétraèdres  pour  tétraèdre  de  référence,  et 
soient 


y       «       t 

— =  — , 

«12            «13            «14 

z            t 

«23             «2V 

x 

«21 

«34            «31            «32 

±_  _  y_ 

«41             «40 

«i; 

les  équations  de  quatre  droites  menées  par  les  sommets  de  ce 
tétraèdre.  Nous  venons  de  voir  que,  si  les  coefflcients  ayant 
les  mômes  indices  placés  dans  un  ordre  différent  sont  égaux, 
les  quatre  droites  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde; 
mais  le  calcul  fait  précédemment  montre  de  plus  que,  si  l'on 
suppose  aj2=a2i  et  as,, —0^3,  comme  on  est  en  droit  de 
le  faire,  il  faut  que  l'on  ait  nécessairement 

«13    =    «31,  «14    =    «41,  «23    =    «32,  «24   =    «12 

pour  que  les  quatre  droites  considérées  soient  les  génératrices, 
du  même  système,  d'un  hyperboloïde. 

Les  quatre  sommets  du  second  tétraèdre  peuvent  être  con- 
sidérés comme  ayant  pour  coordonnées 

(«11,     «12,     «13,     du),        («21,     «22,     «23,     «2l),        («31,     «:12 ,     «:!;!,     «sv), 

(«41,     «42.     «V3,     «4v)> 

avec  la  condition     a„p:=aj,„,     quels  que  soient  n  et  ^. 

Si  l'on  désigne  par  A  le  déterminant  dont  les  éléments  sont 
les  coordonnées  précédentes,  et  par  Au,  A12,  ...  les  mineurs 
de  ce  déterminant,  les  intersections  des  faces  correspondantes 
des  deux  tétraèdres  ont  pour  équations 
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X  =  0,  -^i2?/4-Ai3Z  +  Ai4«  =  0; 

y  —  0.  Ajio?  +  A233  +  A, ,  <  =:.  0; 

z  —  0,  A3ia?-hA32?/-f- Ag.f  =  0; 

^  =  0,  A4ia:  +  A,^27/  4-  A.gZ  =  0, 

et  puisque  l'on  a  A,,^  =  Ap,j,  quels  que  soient  n  et  p,  ces  qua- 
tre droites  sont  les  génératrices  d'un  même  hyperboloïde 
(probl.  120). 

La  réciproque  se  démontre  de  même.  Il  suffit  du  reste  d'in- 
terpréter la  démonstration  précédente  en  coordonnées  tan- 
gentielles. 


127.  Le  lieu  des  centres  des  quadriques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère gauche  est  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diago- 
nales. 

Rapportons  ces  quadriques  au  tétraèdre  dont  les  faces  con- 
tiennent deux  côtés  consécutifs  du  quadrilatère  gauche  ABCD. 
L'équation  générale  des  quadriques  considérées  est 
xz  -4-  lyt  =  0, 

X  étant  un  paramètre  arbitraire. 
Les  coordonnées  du  centre  vérifient  les  équations 

z  _lt  _x  _ly 

a         ^         Y  0 

a,  p,  Y,  0  étant  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  de  référence. 

Le  lieu  des  centres  est  donc  la  droite  définie  par  les  équa- 
tions 

ax  =  yz,  ^y  =  ot. 

Cette  droite  passe  par  les  milieux  des  diagonales,  car  si  M 
désigne  le  point  où  le  premier  plan,  qui  est  mené  par  l'arête 
BD,  coupe  l'arête  AC,  les  pyramides  AIBCD,  MBAD  sont  équi- 
valentes, d'où  il  résulte  que  MA  =  MG;  le  second  plan,  qui 
est  mené  par  l'arête  AG,  passe  aussi  par  le  milieu  de  BD.  On 
le  voit  encore  en  remarquant  que  les  plans  considérés  sont 
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conjugués  respectivement  des  plans  qui  ont  pour  équations 

aa?  H-  YZ  =  0,  Py  -+-ot  =  0, 

c'est-à-dire  des  plans  menés  par  chacune  des  arêtes  BD,  AC 
parallèlement  à  l'autre.  Les  plans  considérés  se  coupent  donc 
suivant  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  AC,  BU. 


128.  On  donne  une  surface  du  second  ordre  S,  un  point  fixe  A 
sur  cette  surface,  et  une  conique  G  située  dans  un  plan  P. 

Les  trois  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  sommets  Ai,  A2,  A3 
d'un  triangle  T  situé  dans  le  plan  P  rencontrent  respectivement 
la  surface  S  en  des  points  ai,  a2,  83,  autres  que  k. 

1°  Démontrer  que  le  plan  aiajag  'passe  par  un  point  fixe  M 
quand  le  triangle  T  se  déplace  dans  le  plan  P  en  restant  conjugué 
par  rapport  à  la  conique  G. 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  conique  G 
varie  en  restant  circonscrite  à  tin  quadrilatère  donné. 

3°  Trouver  le  lieu  décrit  jjar  le  point  M  quand  la  conique  G 
varie  en  restant  inscrite  à  un  quadrilatère  donné. 

{Concours  général,  1890.) 

Première  Solution.  —  1°  Prenons  un  tétraèdre  de  référence 
ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour  face  opposée  le  plan  P, 
l'équation  de  ce  plan  étant     ^  =  0. 

En  posant 

(p(a?,  y ,  z)  =  kx^  -»-  k'if  -+-  A"z^  +  2Bï/z  +  '^'zx  -\-  t\^"xy, 
l'équation  de  la  surface  S  est 

o[x,  y,  z)-{-t{Cx  H-  C'y  -+-  C'z)  =  0. 
Si  l'équation  ponctuelle  de  la  conique  G,  dans  le  plan  P, 
est 

ax^  -1-  a'y-  -f-  a:'z^  -h  "^ùyz  4-  '^b'zx  +  2l/xy  =  0, 

son  équation  tangentielle  est 

aw2  _^  a'y2  +  ol"iv^-  +  S^'J^C  +  2^'wu  +  2fuv  =  0, 
en  posant 
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a  =  a' a" —  b^,  a'  t=z  a!'a' —  b'^,  a"  =  ad' —  U^, 

?  =  b^b"-ab,  ?'=-,  r  =  -- 

Si  l'équation  du  plan    GiOof/j     est 

ux  -+-  vy  +  102  =  /, 
l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour 
base  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  est 

o  [x,  y,  z)  -i-  [ux  H-  uy  +  ivz)[Cx-\-  C'y  -h  C"^:)  =  0. 
Cette  équation  représente  aussi  la  conique  suivant  laquelle 
le  plan  P  coupe  ce  cône,  et  il  reste  à  exprimer  que  l'on  peut 
inscrire,  dans  cette  conique,  un  triangle  conjugué  de  la  coni- 
que G. 

Si  l'on  prend,  pour  un  instant,  ce  triangle  pour  triangle  de 
référence,  les  équations  des  deux  coniques  considérées  seront 

ax^  -f-  a'tf  +  a"z^  =  0, 
*o!/-  +  K^x  +  b^xy  :=  0  ; 
l'équation  en  X  de  ces  deux  coniques  n'aura  pas  de  terme  en  X^ 
et  comme  les  coefficients  de  cette  équation  en  X  sont  des 
invariants,  il  faudra  que  le  coefficient  de  l'équation  en  X  rela- 
tive à  ces  deux  coniques  rapportées  à  des  axes  quelconques, 
soit  nul.  Cet  invariant,  que  l'on  désigne  par  e,  s'obtient  en 
remplaçant  dans  l'équation  de  l'une  des  coniques,  les  varia- 
bles a?^  y^,  . . .  par  les  coefficients  a,  a',  ...  de  l'équation 
tangentielle  de  l'autre  conique. 

La  condition  cherchée  est  donc 
(A4-CiO='-h(A'4-C'y)a'+(A"4-C"w)a'' 

+(C"t;4-C'M;+2B)p-H(CM;4-C"w+2B')^'+(C'u-hCy-l-2B")?"=0. 

Comme  cette  relation  est  du  premier  degré  en  w,  v,  iv,  le 
plan  considéré  passe  par  un  point  fixe,  dont  les  coordonnées 
sont 

'     X,   ==:Cx-+-C'r-|-G%      ■ 

^  y,  =  CV-HC"p-t-Cp», 

(   /i  =  _  (Aa  +  A'a'  -+-  AV  +  2B?  +  2B'[i'  +  2B"p'). 
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On  peut  remarquer  que  le  point  M  est  dans  le  plan  P  lorsque 
t  est  nul,  c'est-à-dire  lorsque,  dans  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  P,  on  peut  inscrire  un  triangle  conjugué  par  rapport 
à  la  conique  G.  Le  plan  P  est  alors  l'un  des  plans    Oiao^a. 

Le  plan  polaire  du  point  M,  par  rapport  au  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  A  et  pour  base  la  conique  G,  est 

x{aXi-hb"iji-hb'zi)-{-y{b"Xi-}-a'yi+bz,)-[-z{0'xi~hbyi-i-a"zi)  —  0, 
ou 

Cx  H-  C'y  -H  C'z  =  0, 
en  divisant  par 

a     b"    b 


b"     a' 
b'     b 


^a%-\-b"?J'~\~b'<^'=a'i'-\-b^-^b"'f=a"^'-\-b'^'-\-b'^. 


Donc  le  point  M  est  un  pôle  du  plan  tangent  en  A  à  la  sur- 
face S,  par  rapport  au  cône  AG. 

2°  Lorsque  la  conique  G  varie  en  restant  circonscrite  à  un 
quadrilatère  fixe,  cette  conique  passe  par  les  points  de  rencon- 
tre de  deux  coniques    Ci,  Cj,     et  l'on  a 

a  r=r  «j  -4-  Xflg ,  a'  =■  a\  +  Xa'^ ,  rt"  =  a[  -\-  \a\ , 

b  =  bi-hU.,  ... 

a  =  (a'i  -h'ka[,){a'[  -i-la'.?)  —  [bi  -Jrlb^y  =  «j -^  yX  +  a,).', 

p  =  {b[  +  U',}{b'[  +  UV)  —  (a,  4- lo,  [b,  +  U,)  =  8,  4-  SX  +  PA* 

En  remplaçant  a,  a',  a",  p,  . . .  par  ces  valeurs,  on  obtient 
pour  Xi,  yi,  Zi,  tt  des  trinômes  du  second  degré  en  X,  ce 
qui  montre  que  le  lieu  du  point  M  est  une  conique. 

3"  Lorsque  la  conique  G  varie  en  restant  inscrite  à  un  qua- 
drilatère fixe,  si  les  équations  tangentielles  de  deux  coniques 
inscrites  au  quadrilatère  sont 

r,  =  0,  r^  =  0, 

l'équation  générale  des  coniques  G  est 
ri-}->^r2  =  0. 
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On  a  donc 

a  =  a, -hXïî,      oc' =  a', -4-Xa^,      a"  =  a;' -|- Xa'^  , 


=  Pi  4-  ^'h 


1%,  P^rr^PÎ-t-Xp'^, 


et  les  coordonnées  du  point  M  sont 

X,  =  C{a,  -h  U,)  +  C'(Pï  4-  Xp^')  +  C"(i3',  -^  xpi), 

?/i  =  •••  ,  Ji  =  •■•   ,  /j  =  _A(ai4-Xx2) 

Comme  ces  coordonnées  sont  des  fonctions  du  premier  de- 
gré du  paramètre  X,  le  lieu  du  point  M  est  une  droite. 

Deuxième  Solution.  —  1°  Considérons  le  cône  r  ayant  pour 
sommet  le  point  A  et  pour  base  la  conique  donnée  C  ;  les 
droites  AAi,  AAj,  AA3  sont  des  diamètres  conjugués  de  ce 
cône,  et  le  cône  ayant  pour  sommet  A  et  pour  base  la  section 
de  la  surface  par  le  plan  a^a^a^  doit  contenir  trois  diamètres 
conjugués  du  cône  r. 

Si  nous  prenons  pour  axes  trois  diamètres  conjugués, 
l'équation  de  ce  cône  sera 

ax^  H-  a'y^  4-  a"z^  =  0, 

et  l'équation  de  la  surface  S  sera 

■  o (r,  y,  s)  +  Ca?  +  C'y  +  C"z  =  0. 

Si  le  plan     OiaM:,     a  pour  équation 

itx  -+-  vy  -+-  ivz  =  I , 

le  cône  ayant  pour  sommet  A  et  pour  base  la  section  de  la 
surface  S  par  ce  plan,  aura  pour  équation 

o'x,  y,  z)  +  {ux -h  vy  -i-  ivz;{Cx  -\-  C'y  -h  C"z)  =  0. 

Ce  cône  peut  contenir  trois  diamètres  conjugués  du  cône  r 

si  l'on  a 

A-hCu      A'  +  C'y      A"-\-C"iv 

1 i ; =    0. 

a  a  a 

Cette  relation  du  premier  degré  en  u,  u,  tu  montre  que 
le  plan  aia^_a3  passe  par  un  point  fixe,  dont  les  coordonnées 
sont 

MOSN.  —   III  22 
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—  G  —  C 


y  = 


•A.       A'      A"\  •"         ,/A      A'       A" 

a\--\ ;  +  —,  «-  +  —  +  — 

a       a        a  J  \a       a        a 

—  C" 


a"   - 


VA      A'       A"\ 
\  a       a'       n  I 
Ce  point  se  trouve  sur  la  droite  qui  a  pour  équations 


ax  _  ay  _  az 

et  sur  le  plan  Q  dont  l'équation  est 

Ax      A'v      k"z 

1 ^-i 1-2  =  0. 

G  ^  C        G"  ^ 

Le  plan  polaire  du  point  M,  par  rapport  au  cône  r,  a  pour 

équation 

Gx-hCij-\-a'z  =  0; 

ce  plan  est  donc  le  plan  tangent  en  A  à  la  surface  S. 

2"  Lorsque  la   conique   est   circonscrite  à  un   quadrilatère 
fixe,  on  peut  prendre  pour  axes  les  droites  qui  joignent  le 
point  A  aux  points  de  rencontre  des  diagonales  de  ce  qua- 
drilatère, c'est-à-dir"ë  aux  sommets  du  triangle  harmonique 
(t.  II,  p.  8);     les  plans  qui  passent  par  le  point  A  et  par  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  ont  pour  équations 
mhf  —  n^2^  =  0, 
lrx^  —  7i~z-  —  0. 
L'équation  générale  des  cônes  passant  par  les  droites  d'in- 
tersection de  ces  plans  est 

mHf  —  nH^  +  X(/2x'2  —  n^z^)  =  O; 
cette  équation  est  identique  à  celle  du  cône  r  si  l'on  a 
X/2  _  m2  _       rC-[ï  -f-  \) 
a         a'  a" 

Le  résultat  de  l'élimination  de  X  entre  ces  relations  est 

a       a'       a!' 

7i  ■+• -i -*- "i  =  ^' 
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et,  en  remplaçant   a,  a',  a"  par  les  valeurs  proportionnelles 

C     G'     C" 

-,  —  )  —  j  on  obtient  l'équation 

X     y      z    . 

^_^.^_^^  -0 

Le  lieu  du  point  M  est  l'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan 
Q  ;  ce  lieu  est  une  conique. 

3''  Toutes  les  coniques  inscrites  à  un  quadrilatère  sont  con- 
juguées par  rapport  au  triangle  diagonal  de  ce  quadrilatère. 

En  prenant  pour  axes  les  droites  qui  joignent  le  point  A  aux 
sommets  de  ce  triangle,  les  plans  qui  passent  par  le  point  A  et 
par  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  ont  pour  équations 

{Ix-j-myf—yi'ï'  =  0, 
{Ix  —  myf  —  n^z^  =  0. 

L'équation  des  cônes  du  second  ordre  tangents  à  ces  plans 
est  (t.  Il,  p.  313,  n"  IQ) 

{i[{lx  -+-  my)'  —  n^z-]  —  {[.ilx-hmyY  =  0, 
ou 

En  identiflant  cette  équation  avec  celle  du  cône  r,  on  a 
/2       _  jn^  ^a 


a         a' Il         a"(fJL  —  1) 
et,  en  éliminant  (a,  on  trouve 

l-      m'-       n^ 

-  +  — +  -  ==0. 
a        a        a 

En  remplaçant  a,  a',  a"  par  les  mêmes  valeurs  que  précé- 
demment, on  obtient  l'équation 

l^x      m^y      n^z 
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Le  lieu  du  point  M  est  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan 
Q  ;  ce  lieu  est  une  droite. 

Solution  géométrique.  —  1"  On  peut  transformer  homogra- 
phiquement  la  figure  de  manière  que  la  conique  C  devienne 
le  cercle  de  l'infini.  Le  trièdre  AA1Â2A3  se  transforme  en 
un  trièdre  tri  rectangle,  et  d'après  le  théorème  de  Frégier 
étendu  à  l'espace,  le  transformé  du  plan  aia^a-i  passe  par  un 
point  fixe  situé  sur  la  normale  en  A  à  la  transformée  de  la 
surface  S. 

Cette  normale  peut  être  considérée  comme  la  polaire  du 
plan  tangent  en  A  par  rapport  au  cône  ayant  pour  sommet 
le  point  A  et  pour  base  le  cercle  de  l'infini,  car  un  plan  quel- 
conque passant  par  cette  normale  coupe  le  cône  considéré 
suivant  deux  droites  isotropes  et  le  plan  tangent  suivant  une 
perpendiculaire  à  la  normale,  et  l'on  sait  que  deux  droites 
perpendiculaires  sont  conjuguées  par  rapport  à  deux  droites 
isotropes. 

Si  l'on  revient  à  la  figure  primitive,  cette  normale  devient 
la  polaire  du  plan  tangent  en  A  à  la  surface  S,  par  rapport  au 
cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  conique 
C  ;  donc  les  plans  aiaiCi^  passent  par  un  point  fixe  M  situé  sur 
cette  droite. 

2°  La  trace  m  de  la  droite  AM  sur  le  plan  P  est  le  pôle  de  la 
droite  D  suivant  laquelle  le  plan  P  coupe  le  plan  tangent  en  A 
à  la  surface  S,  et  lorsque  la  conique  C  varie  en  restant  cir- 
conscrite à  un  quadrilatère,  le  lieu  du  point  m  est  une  coni- 
quo^  et  le  point  M  se  trouve  sur  le  cône  ayant  pour  base  cette 
conique  et  pour  sommet  le  point  A. 

Le  triangle  harmonique  PQR  du  quadrilatère  (Ost  conjugué 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  circonscrites  au  quadrila- 
tère, donc  le  point  M  reste  dans  le  plan  2Jqr  correspondant. 

Le  lieu  du  point  M  est,  par  conséquent,  une  conique  située 
à  l'intersection  du  cône  déjà  obtenu  et  du  plan  jjqr. 

3°  Lorsque  la  conique  C  varie  en  restant  tangente  à  un  qua- 
drilatère, le  lieu  du  point  m,  pôle  de  la  droite  D  par  rapport  à 
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la  conique  C,  est  une  droite;  le  point  M  se  trouve  dans  le  plan 
déterminé  par  cette  droite  et  le  point  A. 

Toutes  ces  coniques  sont  conjuguées  par  rapport  au  triangle 
diagonal  EFG  du  quadrilatère;  donc  le  point  M  se  trouve 
dans  le  plan  correspondant  efg. 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  droite. 


DEUXIÈME   PARTIE 


PROBLÈMES  A  RÉSOUDRE 


I.  —  Plan  et    droite. 


1.  —  Dans  un  hexagone  gauche  qui  a  les  côtés  opposés  égaux  et 
parallèles,  les  milieux  des  côtés  sont  dans  un  même  plan. 

2.  —  Si,  dans  un  hexaèdre,  les  couples  de  plans  opposés  se  cou- 
pent suivant  trois  droites  situées  dans  un  même  plan,  les  trois  dia- 
gonales de  l'hexaèdre  sont  concourantes. 

3.  —  Dans  un  tétraèdre,  la  somme  des  carrés  des  arêtes  est  égale 
à  la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes 
opposées. 

4.  —  Lorsque  les  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  sont  égales  deux 
à  deux,  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  sont 
les  arêtes  d'un  trièdie  trirectangle. 

5.  —  Étant  donnés  deux  parallélépipèdes  quelconques,  on  de- 
mande le  lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  chacun  d'eux  aux  sommets  du  premier  soit  égale 
à  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  sommets  du  second. 
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6.  —  Quand  un  plan  coupe  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche,  il  détermine  huit  segments  ;  démontrer  que  le  produit  de 
quatre  segments  n'ayant  pas  d'extrémité  commune  est  égal  au  pro- 
duit des  quatre  autres. 

7.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  est  aussi  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  centres  de  gravité  des 
faces. 

8.  —  Lorsqu'une  droite  rencontre  les  faces  d'un  tétraèdre,  oppo- 
sées aux  sommets  A,  B,  C,  D,  en  .\',  B',  C,  D',  les  milieux 
des  droites  AA',    BB',   CC,    DD'    sont  dans  un  même  plan. 

9.  —  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  sur  trois  axes  rectan- 
gulaires OA,  OB,  OC,  trouver  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
circonscrit  et  celles  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  en 
fonction   de      OA  =  a,      OB  =  h,     OC  =  c. 

10.  —  Étant  donnés  quatre  points  A,  B,  C,  D,  dans  un  plan  et  deux 
points  P,  P'  hors  de  ce  plan,  les  droites  d'intersection  des  cou- 
ples de  plans  PAB,  P'CD  et  PCD,  P'AB  déterminent  un  plan  ; 
les  six  plans  analogues  obtenus  en  combinant  de  toutes  les  manières 
possibles  les  points  A,  B,  G,  D  se  coupent  suivant  une  droite  qui 
coupe  la  droite  PP'. 

(Ge!STY.) 

11.  —  Si  l'on  appelle  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait  une 
droite  avec  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires,  a,  b,  c 
les  distances  de  l'origine  à  ces  projections,  et  d  la  distance  de  l'ori- 
gine à  la  droite,  on  a 

12.  —  Si  les  axes  de  coordonnées  font  les  angles  "k,  \i,  v  et  si  d 
désigne  la  distance  du  point  (a?,  y,  z)  à  la  droite    —  =  -^  =  — ,    dé- 

Oi  0  c 

montrer  que  l'on  a 

'Sa2  +  2S&C  cos  X)d» 

=:  Zibz  —  cyY  sin^  X  +  2S(ca;  —  az){ay  —  hx)[ç,o?,  fji  cos  v  —  cos  X). 
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13.  —  Les  plans  menés  par  les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre 
perpendiculairement  aux  arêtes  opposées  se  coupent  en  un  même 
point. 

14.  —  Si  A',  B',  C,  D'  désignent  les  projections  sur  un  plan  de 
quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  sur  un  même  plan,  les  deux  tétraè- 
dres A'BCD  et  AB'C'D'  sont  équivalents. 

15.  —  Si  trois  tétraèdres  sont  tels  que  les  plans  déterminés  par 
les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point,  les 
droites  d'intersection  des  faces  correspondantes  sont  dans  un  même 
plan. 

16.  —  Dans  un  tétraèdre  orthogonal,  la  somme  des  distances  d'un 
point  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  est  minimum  pour  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs. 


17.  —  Dans  tout  quadrilatère  plan  ou  gauche,  la  somme  des 
carrés  des  diagonales  est  égale  au  double  de  la  somme  des  carrés 
des  deux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

18.  —  Trouver  la  plus  courte  distance  entre  une  arête  d'un  cube 
et  une  diagonale  qui  ne  la  rencontre  pas. 

19.  —  Si  par  les  centres  de  quatre  cercles  d'un  plan  on  mène  des 
perpendiculaires  au  plan  et  si  l'on  prend  sur  ces  droites  des  lon- 
gueurs proportionnelles  aux. puissances  d'un  point  quelconque  du 
plan  par  rapport  aux  cercles,  les  extrémités  de  ces  longueurs  sont 
les  sommets  d'un  tétraèdre  dont  le  volume  est  indépendant  du 
point. 

20.  —  Par  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD,  on  mène  des  plans 
parallèles,  qui  rencontrent  une  droite  quelconque  aux  points  A',  B', 
C,  D',  et  par  ces  points  on  mène  des  plans  respectivement  parallè- 
les aux  faces  BGD,  CDA,  DAB,  ABC  ;  démontrer  que  le  tétraèdre 
formé  par  ces  nouveaux  plans  est  symétriquement  égal  au  tétraèdre 
ABCD.  (J.  Neuberg.) 
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21.  —  On  donne  un  plan  P  et  une  oblique  OA;  par  cette  oblique 
et  une  droite  quelconque  OB  du  plan  P,  on  fait  passer  un  plan,  et 
l'on  mène  dans  ce  plan  la  perpendiculaire  OC  à  la  droite  OB,  puis 
l'on  fait  dans  le  plan  P  l'angle  BOD  égal  à  un  angle  donné  ;  dé- 
montrer que  le  plan  GOD  passe  par  une  droite  fixe. 


22.  —  Lorsque  deux  tétraèdres  sont  tels  que  les  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  du  premier  sur  les  faces  correspondantes  du 
second  concourent  en  un  même  point,  réciproquement  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommets  du  second  sur  les  faces  corres.pon- 
dantes  du  premier  concourent  aussi  en  un  même  point. 

23.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  a'  ;  h,  b'  ',  c,  c'  les  longueurs  des 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre,  on  a 

2aa'  cos  a',a'  =  (b^  +  b'^)  —  {rj  +  c'^). 

24.  —  Soit  0  un  point  pris  à  Tintérieur  d'un  tétraèdre  ABCD 
tel  que  les  droites  OA,  OB,  OC  forment  un  trièdre  trirectangle  ; 
démontrer  que  si  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD  coupent  les  faces 
opposées  aux  points  A',  B',  C,  D',  on  a 

1  1.1  1 


1      .       \    V        /_!_  4    \^        /    1      .      1    \2         /  1  1 


,0A   '   0A7         \0B  '   0B7         VOC  '   OC'/         \0D   '   OD' 

(Mannheim.) 

25.  —  Si,  par  le  point  0  précédent,  on  mène  des  plans  parallèles 
aux  faces  du  tétraèdre,  on  détermine  dans  chaque  angle  trièdre  des 
parallélépipèdes  dont  les  volumes  sont  Po,  P*,  Pc,  Pu  ;  démontrer  que 
l'on  a 

(oxy    /0B\2    /ocy_  /oDy 

\Pa)~^\Pl,)'^\Pcl-\Pj    ' 

{M.) 

26.  —  Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  le  point 
de  concours  des  perpendiculaires  aux  faces  menées  par  leurs  centres 
de  gravité,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  et  le  point  de  concoure 
(ies  hauteurs  sont  en  ligne  droite. 
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27.  —  Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  le  point 
de  concours  des  hauteurs,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  et  le 
centre  de  la  sphère  inscrite  sont  en  ligne  droite. 

28.  —  Une  droite  AB,  de  longueur  donnée,  tourne  autour  d'un 

A  p  T>p 

de  ses  points,  de  façon  que  les  rapports  tt:  et  ^  des  distances  de 
ses  extrémités  A  et  B  à  deux  points  fixes  C  et  D  soient  égaux;  dé- 
montrer que  celte  droite  AB  décrit  un  plan. 

29.  —  Étant  donnés  cinq  droites  arbitraires,  on  construit  le 
groupe  des  deux  droites  qui  en  rencontrent  quatre  d'entre  elles,  et 
d'un  point  quelconque  de  l'espace,  on  mène  la  droite  qui  rencontre 
les  deux  précédentes  ;  démontrer  que  les  cinq  droites  ainsi  obtenues 
sont  dans  un  même  plan.  (Mannhf.im.) 

30.  —  Soient  A,  B,  C  trois  points  d'une  droite.  A',  B',  C  trois 
points  d'une  autre  droite,  qui  ne  rencontre  pas  la  première  ;  les 
trois  droites  qui  passent  par  un  même  point  P  ets'appuient,  respecti- 
vement, sur  les  couples  de  droites  AB'  et  BA',  BC  et  CB',  GA'  et 
AC,  sont  dans  un  même  plan.  (J.  Neuberg.) 

31.  —  Soient  Ai,  A2,  As  ....,  An  des  points  fixes,  G  et  H  les 
centres  de  gravité  de  ces  points  lorsqu'ils  ont  respectivement  les 
masses  ai,  a2,  ...,«»  et  af,  a^,  . .  . ,  a^  ;  au  milieu  de  Ja  droite  qui 
joint,  deux  points  quelconques,  on  applique  la  masse  cti  ttk  ;  démon- 
trer que  le  centre  de  gravité  des  points  ainsi  obtenus  se  trouve  sur 
la  droite  GIl.  (Laisant.) 


32.  —  Lorsque  les  trois  diagonales  d'un  octaèdre  se  coupent  ortho- 
gonalement  en  un  point  0,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  faces  sont  quatre  par  quatre  sur  six  plans,  et  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  ces  plans  des  sommets  correspon- 
dants de  l'octaèdre  sont  concourantes. 

33.  —  Par  un  point  P  situé  à  l'intérieur  d'un  trièdre  de  sommet 
S,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe  les  arêtes  aux  points  A, 
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B,  C  ;  démontrer  que,  si  l'on  appelle   ri,   v^,   Va   les  volumes  des 
trois  pyramides  PSAB,  PSBC,  PSAC,  la  somme 


est  constante. 


34.  — On  donne  un  angle  trièdre  et  deux  points  fixes  AetB  situés  sur 
une  droite  passant  par  le  sommet  du  trièdre.  Par  le  point  B  on  mène 
un  plan  quelconque  qui  détermine  un  tétraèdre  T,  de  vol.ume  V,  et 
l'on  joint  le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T.  Démon- 
trer que  le  produit  des  volumes  des  quatre  tétraèdres  ainsi  obtenus 
est  proportionnel  au  cube  du  volume  V.  (Faure.) 

35.  —  Lorsque  deux  tétraèdres  sont  homologiques,  le  rapport  des 
distances  du  centre  0  à  deux  sommets  homologues  des  deux  tétra- 
èdres est  au  rapport  des  distances  de  ces  points  au  plan  d'homologie 
dans  un  rapport  constant,  quels  que  soient  les  deux  sommets  homo- 
logues. 


II.  —  Sphère. 


36.  —  On  considère  un  cercle  et  un  point  P  mobile  sur  une  droite 
située  dans  le  plan  du  cercle,  et  l'on  désigne  par  P'  le  point  où  la 
droite  coupe  la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle;  démon- 
trer que  la  sphère  décrite  sur  PP'  comme  diamètre  passe  par  un 
«ercle  fixe. 

37.  —  On  mène  par  le  centre  du  cercle  précédent  une  perpen- 
diculaire au  plan,  et,  sur  cette  droite,  on  porte,  à  partir  du  centre,  les 
longueurs  OM  et  OM'  égales  à  la  moitié  de  PP';  trouver  le  lieu  du 
centre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  M,  M',  P  et  P'. 

38.  —  Étant  donnés  deux  plans  parallèles  et  une  sphère,  on  con- 
sidère le  cône  circonscrit  à  la  sphère  et  ayant  pour  sommet  un  point 
quelconque  de  l'un  des  plans,  et  l'on  joint  ce  point  au  centre  de  la 
section  du  cône  par  le  second  plan  ;  démontrer  que  cette  droite  passe 
par  un  point  fixe . 
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39.  —  Les  distances  de  deux  points  quelconques  de  l'espace  au 
centre  d'une  sphère  sont  proportionnelles  aux  dislances  de  chacun 
de  ces  points  au  plan  polaire  de  l'autre  point,  par  rapport  à  la 
sphère. 

40.  —  Etant  donnés  deux  plans  et  un  point  extérieur,  on  consi- 
dère toutes  les  sphères  qui  passent  par  le  point  et  qui  sont  tangentes 
aux  deux  plans  ;  trouver  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  variable,  et 
le  lieu  du  point  où  cette  sphère  touche  l'un  des  plans. 

41.—  La  base  ACG  d'un  tétraèdre  SACG  est  donnée,  et  les  arêtes 
SA,  SB,  se  sont  proportionnelles  aux  longueurs  données  a,b,Cr 
trouver  le  lieu  géométrique  du  sommet  S. 

42.  —  Une  droite  de  longueur  et  de  direction  constantes  appuie 
ses  extrémités  sur  deux  sphères  données  ;  trouver  la  courbe  décrite 
par  chaque  extrémité. 

43.  —  Quatre  sphères  ayant  pour  rayons  a,  b,  c,  d  en  touchent 
une  autre  extérieurement  ;  démontrer  que  le  rayon  R  de  la  sphère 
qui  les  coupe  orthogonalement  est  donné  par  la  relation 

II-  ab  a^ 

Considérer  ensuite  le  cas  où  les  sphères  sont  tangentes  intérieure- 
ment ou  extérieurement. 

44.  —  La  somme  des  carrés  des  projections  sur  un  plan  quelcon- 
que de  trois  rayons  d'une  sphère,  perpendiculaires  entre  eux^  est 
égale  au  double  du  carré  du  rayon  de  la  sphère. 

45.  —  La  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphère 
sur  trois  droites  rectangulaires  menées  par  un  point  fixe  est  cons- 
tante ;  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  par  le  point 
sur  ces  cordes  est  aussi  constante. 

46.  —  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  de  deux  sphères  tan- 
gentes entre  elles  et  à  deux  sphères  fixes,  ou  à  trois  sphères  fixes. 
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47.  — Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  d'une  sphère  fixe  et 
d'une  sphère  variable  qui  passe  par  deux  points  fixes. 

48.  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères 
données  est  une  conique. 

49.  —  Le  cercle  variable  qui,  sur  une  sphère,  coupe  deux  cercles 
fixes  sous  des  angles  constants,  reste  tangent  à  deux  cercles  fixes  de 
la  même  sphère. 

50.  —  1"  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  sphères 
qui  ont  même  plan  radical  passent  par  une  droite  fixe. 

2°  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  sphères  qui 
ont  même  axe  radical  passent  par  un  point  fixe. 

51.  —  Soient  G  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  ABCD,  0, 
Oi,02,  Os,  O4  les  centres  des  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres 
ABCD,  GBGD,  GAGD,  GABD,  GABC  ;  dém.ontrer  que  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre  OiOaO.sOj.  est  le  point  0.  (Genty.) 

52.  —  On  peut  mener  huit  plans  tangents  communs  à  trois  sphères 
données,  deux  extérieurs  et  six  intérieurs.  La  somme  algébrique  des 
distances  d'un  point  quelconque  aux  deux  plans  extérieurs  est  égale 
à  la  somme  algébrique  des  distances  de  ce  point  aux  six  plans  -inté- 
rieurs. 

53.  —  Trouver  le  heu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  sous 
des  angles  donnés  trois  sphères  données. 

Rép.  :  Quatre  coniques, 

54.  —  Si  trois  points  d'une  droite  décrivent  trois  sphères  ayant 
leurs  >  centres  en  ligne  droite,  tous  les  points  delà  droite  mobile 
décrivent  des  sphères,  excepté  un  de  ces  points  qui  décrit  un  plan. 

55.  —  Si  de  chaque  point  d'un  plan  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  la  longueur  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  sphère 
fixe,  on  décrit  une  sphère,  toutes  ces  sphères  passent  par  deux  points 
fixes. 
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56.  —  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  puissances  par  rapport  à 
trois  sphères  données  soient  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces 
sphères  est  une  circonférence  dont  l^^plan  est  perpendiculaire  au 
plan  qui  passe  par  les  centres  des  sphères  données. 

57.  —  Étant  données  trois  sphères,  trouver  le  lieu  des  points  tels 
que  les  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  aux  trois  sphères  soient 
proportionnelles  à  des  longueurs  données. 

5S.  —  Si  l'on  prend  arbitrairement  un  point  sur  chaque  arête 
d'un  tétraèdre,  les  quatre  sphères  passant  respectivement  par  chaque 
sommet  et  par  les  points  situés  sur  les  trois  arêtes  adjacentes  ont  un 
point  commun.  (S.  Roberts.) 

59.  —  Étant  donnés  une  sphère  S,  une  droite  D  et  un  point  P, 
on  joint  le  point  P  au  pôle  M,  par  rapport  à  la  sphère,  d'un  plan 
qui  passe  par  la  droite  D  ;  trouver  le  lieu  du  point  où  la  droite  PM 
coupe  ce  plan. 

60.  —  Dans  un  tétraèdre  orthogonal,  les  centres  de  gravité  des 
faces,  les  pieds  des  hauteurs  et  les  points  placés  aux  deux  tiers  des 
droites  qui  vont  de  chaque  sommet  au  point  de  concours  des  hau- 
teurs, sont  douze  points  situés  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre. 

61 .  —  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  radical  de  quatre  sphères 
lorsqu'on  augmente  les  rayons  de  ces  sphères  d'une  même  quan- 
tité variable. 

62.  — Étant  données  quatre  sphères,  les  six  sphères  ayant  pour  dia- 
mètres les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  centres  d'homo- 
tliétie  passent  par  deux  points  communs. 

63.  —  On  peut  transformer  trois  sphères  données  en  trois  autres 
sphères  ayant  même  rayon  ;  trouver  le  lieu  des  pôles  d'inversion. 

64.  —  On  donne  une  sphère  de  centre  0  et  un  point  A  ;  par  le 
point  .4,  on  mène  une  sécante  qui  coupe  la  sphère  en  M  et  M',  et 
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l'on  porte  sur  OM  une  longueur  OP  égale  à  OM';  trouver  le   lieu 
du  point  P. 

65.  —  On  partage  un  polyèdre  homogène  en  tétraèdres  au  moyen 
de  droites  partant  d'un  point  M,  et  l'on  suppose  la  masse  de  chaque 
tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre  ; 
démontrer  que  le  centre  de  gravité  de  ces  points  matériels  est  indé- 
pendant de  la  position  du  point  M.  (Bellavitis.) 

66.  —  Si  les  axes  de  coordonnées  font  des  angles  de  60",  démon- 
trer que  le  plan  et  la  surface  ayant  pour  équations 

x-\-y  -\-  z  =Q, 
yz+zx-\-xy-\-a?  =  0 
se  coupent  suivant  un  cercle  de  rayon  a. 

67.  —  Connaissant  les  coordonnées  des  centres  de  quatre  sphè- 
res et  leurs  rayons,  trouver  les  coordonnées  de  leur  centre  radical  et 
réquation  de  la  sphère  orthogonale. 

68.  —  Dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  égales,  le  centre  de 
la  sphère  circonscrite,  ie  centre  de  la  sphère  inscrite  et  le  centre  de 
gravité  coïncident. 

69.  —  Dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  égales,  il  y  a  une 
sphère  tangente  aux  quatre  hauteurs,  et  ayant  pour  centre  le  centre 
de  gravité. 

70.  —  On  transforme  trois  sphères  données  en  trois  autres  sphè- 
res ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  ;  trouver  le  lieu  des  pôles 
d'inversion. 


III.  —  Génération  des  surfaces. 

71.  —  Soient  S  le  sommet  d'un  cône  droit, -et  0  le  point  où  l'axe 
rencontre  le  plan  d'une  section  quelconque.  Démontrer  qu'il  existe 
un  rapport  constant  entre  les  distances  des  points  S  et  0  à  une 
tangente  quelconque  à  la  section. 


GÉNÉRATION  DES  SURFACES  353 

72.  —  Étant  donnés  une  sphère  tangente  à  un  plan  et  un  angle 
droit  situé  dans  ce  plan,  trouver  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la 
sphère,  tel  que  la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  soit  une  parabole  tan- 
gente aux  côtés  de  l'angle  droit. 

73.  —  Trouver  le  lieu  des  droites,  menées  par  un  point,  et  telles 
que  la  somme  des  angles  que  fait  chacune  de  ces  droites  avec  deux 
droites  fixes  soit  constante. 

74.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont 
les  arêtes  rencontrent  une  parabole  donnée     {z  =0,    y'^  =■  2px.) 

75.  —  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  trièdre  trirectan- 
gle  circonscrit  à  une  ellipse. 

76.  —  Deux  cônes  droits  dont  les  axes  sont  parallèles  se  coupent 
suivant  une  conique  sphérique,  et  l'on  peut  faire  passer  un  troisième 
cône  droit  par  cette  courbe. 

77.  —  Par  un  point  0  de  l'arête  d'un  dièdre,  on  mène  un  plan 
qui  coupe  le  dièdre,  suivant  un  angle  droit  AOB;  trouver  le  lieu  en- 
gendré par  la  perpendiculaire,  menée  par  le  point  0,  au  plan  AOB, 
et  le  lieu  engendré  par  la  bissectrice  de  l'angle  AOB. 

78.  —  Étant  donnés  deux  droites  et  un  point  fixe  0  sur  l'une 
d'elles,  on  prend  un  point  M  variable  sur  l'autre  droite,  et  l'on  joint 
ce  point  aux  points  N  et  N'  pris  sur  la  première  droite  de  manière 
que  l'on  ait    ON  =  ON'  =  CM;   trouver  le  lieu  décrit  par  les  droite» 

MN  et  MN'. 

79.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  circonférence  qui 
passe  par  deux  points  donnés  et  qui  s'appuie  sur  une  droite  donnée. 

80.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  reste  tangente  à  une  sphère  donnée  et  qui  s'appuie  sur  deux 
langentes  fixes. 

Cas  où  les  tangentes  sont  rectangulaires  et  sont  menées  aux  ex- 
trémités d'un  diamètre  de  la  sphère. 

MOSN.  —  UI  23 
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81.  —  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  constante 
glissent  sur  deux  plans,  de  façon  que  les  normales  aux  plans,  en  ces 
points,  se  coupent  constSniment,  tout  point  de  la  droite  décrit  un 
cylindredu  second  ordre,  dont  l'axe  est  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans. 

82.  —  Étant  donnés  un,  cercle  et  une  droite  qui  rencontre  le  cor- 
de en  un  point  0,  on  prend  un  point  M  sur  le  cercle  et  on  le  joint 
aux  points  N  et  N'  pris  sur  la  droite,  et  tels  que  l'on  ait 

ON  =  ON'  =  OM  ; 
trouver  le  lieu  engendré  par  les  droites  MN   eî  MN'. 

83.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur 
deux  autres,  de  telle  sorte  que  les  angles  formés  par  cette  droite 
avec  les  deux  droites  fixes  soient  égaux. 


84.  —  Étant  donnés  un  cône  droit  et  deux  droites,  trouver  le  lieu 
des  points  de  contact  des  droites  qui  s'appuient  sur  ces  deux  droite^ 
en  restant  tangentes  au  cône. 

Trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droites. 

Considérer  le  cas  où  l'une  des  droites  est  parallèle  à  l'axe  du  cùiie. 

85.  —  Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  passent  respectivement  par 
quatre  points  fixes  situés  dans  un  même  plan,  et  les  trois  côtés  de 
l'une  des  faces  décrivent,  chacun,  un  plan  fixe  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  sommet  du  tétraèdre  opposé  à  cette  face. 

Rép.  :  Cône  du  second  ordre. 

-  86.  —  La  projection  d'une  section  plane  d'un  cône  de  révolution 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  mené  par  le  sommet,  est  une 
conique  ayant  le  sommet  pour  foyer  et  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  pour  directrice. 

87.  —  La  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse  de  Cas- 
sîni  tournant  autour  de  son  axe  non  focal  est  coupée  par  un  plan  bi- 
tangent  suivant  deux  cercles. 
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88.  —  Si  on  coupe  un  tore  par  un  plan  parallèle  à  l'axe,  la  sur- 
face engendrée  par  la  section  plane  en  tournant  autour  de  som  axe, 
qui  est  parallèle  à  celui  du  tore,  sera  coupée  par  un  plan  bitangent, 
suivant  deux  cercles.  (Dàrboux.) 


89.  —  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  droites  concourantes  OA, 
OB,  et  un  cercle  G,  on  fait  tourner  le  cercle  autour  de  OA,  puis  au- 
tour de  OB  ;  trouver  la  projection  de  l'intersection  de  ces  deux  sur- 
faces sur  le  plan  AOB. 

90.  —  Si  deux  cônes  de  révolution  ont' leurs  axes  parallèles,  la  pro- 
jection de  l'intersection  de  ces  cônes  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  est  un  ovale  de  Descartes.  (Quételet.) 

91.  —  La  surface  engendrée  par  une  ellipse  tournant  autour  d'une 
droite  située  dans  son  plan  est  coupée  suivant  deux  ellipses  par  un 
plan  bitangent.  Les  projections  de  ces  ellipses  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  révolution  ont  pour  foyer  commun  le  point  où 
Taxe  coupe  ce  plan. 

92.  —  Si  Ton  coupe  un  tore  par  les  sphères  qui  ont  pour  centre  un 
point  fixe,  toutes  les  courbes  d'intersection  peuvent  être  placées 
sur  un  même  cône  du  second  ordre.  (Laguerre.) 

93.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  s'appuie  sur  les  droites  ayant  pour  équations 

x  —  3Ci  _  tj  —  yi  _  z  —  ;i 


■V  —  Vi  _  Z  —  Z.2 

bi  Ci 


X  —  003  _  y  —  yz 

as  *3 


94.  — Étant  donnés  un  cylindre  droit,  une  sphère  inscrite,  et  une 
hélice  tracée  sur  le  cylindre,  étudier  la  surface  engendrée  par  une 
droite,  parallèle  à  la  base,  qui  se  déplace  en  s'appuyant  sur  l'hélice 
et  sur  la  sphère. 
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95.  —  Trouver  l'équalion  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle 
dont  le  centre  décrit  une  droite  donnée,  dont  le  plan  tourne  autour 
de  cette  droite,  et  dont  la  circonférence  s'appuie  sur  les  axes  des  x 
et  des  y. 

96.  —  Les  normales  à  une  surface  réglée  aux  différents  points 
d'une  génératrice  sont  sur  un  paraboloïde  hyperbolique. 


97 .  —  Deux  surfaces  gauches  ayant  une  génératrice  commune  sont 
telles  que  les  deux  plans  tangents  communs  passant  par  cette  gé- 
nératrice se  coupent  à  angle  droit.  Démontrer  que,  pour  la  généra- 
trice commune,  le  plan  central  de  l'une  des  surfaces  touche  l'autre 
au  point  où  le  plan  central  de  la  seconde  touche  la  première. 

(Mannheim.) 

98.  —  Si  l'on  considère  une  hélice  cylindrique  circulaire  comme 
la  directrice  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  l'axe  du  cyhndre,  tout 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  coupe  le  cône  suivant  une  spirale  hyper- 
bolique. 

99.  —  Trois  cônes  d'ordre  m  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite  et 
deux  de  leurs  trois  courbes  d'intersection  sont  planes  ;  démontrer 
que  la  troisième  courbe  est  plane,  et  que  les  plans  des  trois  courbes 
passent  par  une  même  droite.  (Steiner.) 

100.  —  Une  sphère  coupe  une  surface  du  second  ordre  de  révo- 
lution ;  démontrer  que  l'on  peut  mener  quatre  sphères  tangentes  à 
la  première  et  tangentes  à  la  quadrique  en  tous  les  points  d'un  pa- 
rallèle. Les  quatre  points  de  contact  sur  la  sphère  sécante  appar- 
tiennent à  un  grand  cercle,  et  si  l'on  appelle  r,  r'  les  distances  de 
tout  point  de  la  courbe  d'intersection  avec  la  quadrique  à  deux  quel- 
conques de  ces  quatre  points,  on  a    r-hkr'  =  a. 

La  projection  stérébgraphique  de  la  courbe  sphérique  sur  un  plan 
donne  les  ovales  de  Descartes.  (Darboux.) 
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IV.  —  Des  quadriques  en  général. 

101.  —  Discuter  les  surfaces  représentées  parles  équations 
z  =  x  —  y  ±:  v/a7!/  — 3a7  +  î/-hX, 


z  =  x-\-y  ±:  \j2xy  +  aœ  4-  Py  -f-  Y> 


z  =.  X — i  ±  \J-2x- —  y--{-ctx-{-pj -\-^, 

102.  —  Même  question  pour  les  surfaces 

ayz  +  bzx  +  cxy  +  Ix -\- my  -\- nz  -\-  p  =  0, 

a;--f-2/2  — 3=2+ 4irî/  +  a2  =  0,  -^ 

cc^  -f-  2/^  +  •2{xy  +  y;  +  zx)  =  a^, 

103.  —  Que  représente  l'équation 

ax"-  -\-  4«/2  -t-  9^2  _^  {2yz  —  6^a;  —  4a;i/  +  2x  +  2?)/  +  27^  -+- 1  =  0  ? 

104.  —  Trouver  les  coordonnées  des  points  communs  aux  trois 
quadriques  définies  par  les  équations 

a;2  -|_  j/2  _(_  32  _  3^  —  0,  a;2  =:  yz,  x^  =  ±  !/• 

105.  —  Trouver  l'équation  générale  des  paraboloïdes  qui  passent 
par  un  cercle  donné,  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires,  et 
dont  Taxe  a  une  direction  donnée. 

106.  —  Trouver  l'équation  de  l'hyperboloïde  qui  passe  par  les  trois 
droites  dont  les  équations  sont 

x  =  o,  [  y  =  0,  [  i  =  0, 

X  =z  a. 


107.  —  Les  sommets  d'un  décagone  gauche,  dont  les  côtés  oppo- 
sés se  coupent  deux  à  deux  sur  un  même  plan,  se  trouvent  sur  une 
surface  du  second  ordre. 
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108.  —  Si  une  quadrique  coupe  les  axes  de  coordonnées  en  des 
points  ayant  pour  coordonnées   x\  .x"  ;   ?/',  y"  5   ^'i  ^"  )   l'expression 

/,/_,y"\2  /y_-"\2 


\  y  y    I 

ne  change  pas,  lorsque  les  axes  se  transportent  parallèlemenl  à  eux- 
mêmes. 

109.  —  Une  sphère  de  rayon  R  est  tangente  à  un  plan  donné  en  un 
point  donné  ;  une  autre  sphère  de  même  rayon  est  tangente  à  cette 
sphère  et  à  un  second  plan  donné  ;  trouver  le  lieu  du  centre  de  celte 
sphère  et  le  lieu  des  points  de  contact  des  deux  sphères  lorsque  U 

varie. 

110.  —  Un  paraboloïde  équilalère  peut  être  regardé  d'une  infmilé 
de  manières  comme  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
droites  ;  trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droites. 

111.  —  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un  point,  on 
considère  les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  des  coniques  telles 
que  les  cônes  ayaiit  n£s  sections  pour  bases  et  le  point  donné  pour 
soiumet  soient  capables  d'un  trièdre  trirectangle  ;  démontrer  que  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  sur  le  plan  est 
une  sphère. 

Lorsque  la  surface  varie  en  passant  par  huit  points  fixes,  toutes 
les  sphères  obtenues  ont  même  axe  radical,  et  lorsque  la  surface  va- 
rie en  passant  par  sept  points  fixes,  les  sphères  ont  môme  centre 
radical. 

112.  —  D'un  point  quelconque  d'une  droite  donnée,  on  abaisse 
les  perpendiculaires  sur  deux  autres  droites  données  ;  trouver  le 
lieu  engendré  par  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires. 

Considérer  le  cas  oii  les  trois  droites  sont  parallèles  à  un  même 
plan  et  où  les  deux  dernières  droites  sont  perpendiculaires. 

113.  —  Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  dans  l'espace, 
on  joint  un  point  M  quelconque  du  plan  du  triangle  ABC  aux  som- 
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mets  A,  H,  C,  cl  l'on  prend,  dans  l'espace,  un  point  P  tel  que  1  on 
ait 

PA'  =  iMA,    PB'  =  MB,     PC  =  MC  ; 

démontrer  que  le  lieu  du  point  P  est  une  surface  du  second  ordre. 

(Jacobi.) 

114.  —  Sur  une  base  fixe  ABC,  on  construit  des  tétraèdres  ABCD 
tels  qu'on  puisse  mener  une  sphère  tangente  aux  six  arêtes  ;  dé- 
montrer que  le  lieu  du  sommet  D  se  compose  de  deux  coniques. 

(J.  Neuberg.) 

115.  —  On  fait  trois  sections  planes  dans  une  quadrique,  et  l'on 
fait  passer  deux  cônes  par  deux  quelconques  de  ses  sections  ;  dé- 
montrer que  les  sommets  des  six  cônes  obtenus  sont  dans  un  même 
plan  et  trois  à  trois  sur  une  même  droite. 

116.  —  Étant  donnés  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe 
et  un  plan  sécant,  si  l'on  mène  deux  sphères  inscrites  à  l'hyper- 
boloïde  et  tangentes  au  plan  sécant,  la  section  aura  pour  foyers 
les  points  de  contact  des  sphères  avec  le  plan. 

(Dandelin.) 


117.  —  Si,  parmi  les  huit  points  d'intersection  de  trois  quadri- 
ques,  deux  viennent  se  confondre,  ce  point  commun  est  le  sommet 
d'un  cône  du  second  ordre  qui  contient  les  six  autres  points. 

118.  —  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  qui 
coupent  une  surface  du  second  ordre  donnée  suivant  deux  coni- 
ques dont  l'une  est  fixe,  et  dont  l'autre  a  son  plan  qui  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe. 

(Concours  académique,  Clermont,  Dijon  et  Poitiers,  1877.) 

119.  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révo- 
lution du  second  ordre  dont  les  axes  sont  parallèles,  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes,  est  une  parabole. 

120.  —  Un  hyperboloide  à  une  nappe  est  engendré  parla  révolution 
d'une  hyperbole  équilatère  ;  démontrer  que  tout  cône  ayant  son 
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sommet  sur  la  surface  et  pour  base  le  cercle  de  gorge  est  coupé 
suivant  un  cercle  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  base. 


121.  —  Une  sphère  de  rayon  constant  se  déplace  en  restant  tan- 
gente à  deux  cylindres  de  révolution  ;  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact  sur  l'un  des  cylindres. 

Considérer  le  cas  où  les  d^.ux  cylindres  ont  même  axe. 


122.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  distance  de  cha- 
cun d'eux  à  un  point  donné  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
ses  distances  à  deux  plans  donnés. 

123.  —  Les  points  A  et  B  se  déplacent  sur  deux  droites  don- 
nées de  manière  que  l'angle  AOB,  sous  lequel  on  voit  la  droite 
AB  d'un  point  fixe  0  de  l'espace,  soit  droit  ;  trouver  la  surface 
engendrée  par  la  droite  AB, 

124.  —  Les  sections  faites  dans  un  ellipsoïde,  par  les  plans  me- 
nés par  un  axe,  sont  projetées  orthogonalement  sur  les  plans  pas- 
sant par  l'une  des  extrémités  de  l'axe  considéré  ;  démontrer  que 
les  projections,  qui  sont  des  cercles,  se  trouvent  sur  une  sphère,  et 
que  les  plans  de  ces  cercles  sont  tangents  à  un  cône  du  second 
ordre. 


125.  —  Si,  parmi  les  dix-huit  points  d'intersection  d'une  surface 
du  troisième  ordre  avec  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,  six  points  pris 
chacun  sur  une  arête  sont  dans  un  même  plan,  les  douze  autres 
points  appartiennent  à  une  même  quadrique. 


V.  —  Plans  tangents. 


126.  —  Par  le  centre  d'un  ellipsoïde  on  mène  les  plans  parallè- 
les aux  plans  tangents  en  A  et  B  à  l'ellipsoïde  ;  ces  plans  coupent 
la  corde  AB  à  des  dislances  égales  des  points  A  et  B. 


PLANS    TANGENTS  36 f 

127.  —  La  projection  d'une  section  plane  quelconque  d'un  para- 
boloïde  de  révolution  sur  le  plan  tangent  au  sommet  est  un  cercle, 

128.  —  Étant  donnés  les  plans  polaires  de  deux  points  par  rapport 
à  une  quadrique,  si  l'on  mène  par  chacun  de  ces  points  un  plan 
parallèle  au  plan  polaire  de  l'autre,  le  plan  mené  par  l'intersection 
de  ces  deux  plans  et  par  l'intersection  des  deux  premiers  passe  par 
le  centre  de  la  quadrique. 

(P.  Serret.) 

129.  —  Étant  donnés  les  plans  polaires  de  deux  points  fixes  par 
rapport  à  une  quadrique,  démontrer  que  le  rapport  des  distances  de 
ces  points  à  un  plan  quelconque  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  rapport  des  distances  du  pôle  de  ce  plan  aux  deux  plans  polaires. 

130.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  un  ellipsoïde. 

131.  —  Trouver  le  lieu  des  droites  d'intersection  des  plans  tangents 
menés  aux  extrémités  des  cordes  d'un  ellipsoïde,  lorsque  ces  cordes 
passent  par  un  point  fixe,  ou  sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

132.*—  Trouver  le  lieu  des  droites  qui  passent  par  un  point  fixe 
et  sont  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  par  rapport  à  une  qua- 
drique donnée. 

133.  —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  qui  tou- 
chent les  côtés  d'un  hexagone  gauche  est  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

134.  —  Si  des  points  d'un  ellipsoïde  comme  sommets  on  mène 
des  cônes  tangents  à  un  autre  ellipsoïde  homothétique  et  concen- 
trique, deux  quelconques  de  ces  cônes  se  coupent  suivant  des  cour- 
bes planes. 

135.  —  Quand  une  ligne  courbe  tracée  sur  un  cylindre  est  tan- 
gente à  l'une  des  génératrices  du  cylindre,  le  plan  tangent  au  cylin- 
dre suivant  cette  génératrice  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  au 
point  considéré.  (Chasles.) 
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136.  —  Dans  une  surface  algébrique  on  mène  tous  les  plans  tan- 
gents qui  sont  parallèles  à  un  plan  donné  ;  démontrer  que  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  de  contact  est  indépendant  de 
la  direction  du  plan  donné. 

137.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cùne  du  second  ordre,  et  par 
Tuie  généiatrice  quelconque  du  cùne  on  mène  deux  plans  tangents 
à  la  splièi'e  ;  trouver  le  lieu  engendré  par  la  perpendiculaire  com- 
mune à  la  génératrice  et  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact. 

{École  l'olytccliiiique,  Oral.) 

138.  —  Trouver  l'équation  du  cylindre  dont  les  génératrices  ont 
pour  coefficients  directeurs  l,  m,  n,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface 

£ç3  _j_  ys  _j_  ^3  —  'Sxijz  =  a^. 

ild.) 

139.  —  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  sont  inscrites  dans 
un  même  cône,  si  l'on  mène  les  plans  tangents  aux  points  où  ces 
(juadriques  sont  coupées  par  une  sécante  quelconque  issue  du  som- 
met, les  plans  tangents  à  l'une  coupent  les  plans  tangents  à  l'autre 
suivant  quatre  droiées-^{ui  sont  deux  à  deux  dans  deux  plans  fixes. 

140.  —  Lorsqu'une  quadrique  menée  par  les  sections  d'une  qua- 
drique  donnée  par  deux  plans  contient  le  pôle  de  l'un  de  ces  plans, 
elle  contient  aussi  le  pôle  de  l'autre  plan. 

141.  —  Si  l'on  appelle  A',B',  C  les  points  où  les  arêtes  DA,  DB^DC 
d'un  tétraèdre  ACCD,  conjugué  à  un  paraboloïde,  coupent  ce  para- 

boloïde,  on  a 

'DA'\2  .    /I)P>'\2  ,    /DC  ■_ 

(H.  Faiue.) 


AA^)-^\WI-^\œl-'- 


142.  —  On  mène  par  un  point  fixe  P  une  sécante  qui  coupe  une 
quadrique  aux  points  M  et  M'  ;  on  mène  ensuite  les  plans  tangents 
à  la  surface  en  ces  points,  et  les  plans  bissecteurs  des  angles  diè- 
dres que  forment  les  plans  tangents  ;  trouver  le  lieu  des  points  où 
ces  plans  coupent  la  sécante. 
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143.  —  On  donne  une  surface  du  second  ordre  et  un  point,  on 
(baisse  de  ce  point  les  perpendiculaires  sur  les  quatre  faces  d'un 
U'traèdre  conjugué  à  la  surface,  et  par  les  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires on  fait  passer  une  sphère  ;  démontrer  que  toutes  ces  sphères 
ont  même  centre  radical. 


144.  —  Par  l'un  des  sommets  d'un  ellipsoïde,  on  mène  les  per- 
pendiculaires sur  tous  les  plans?  tangents  à  la  surface  ;  trouver  le 
lieu  des  extrémités  des  droites  égales  et  parallèles  menées  par  le 
centre. 

145.  —  On  fait  tourner  trois  droites  rectangulaires  autour  d'un 
point  fixe  ;  démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
points  où  ces  droites  coupent  une  quadrique  au  plan  polaire  du 
point  fixe,  ces  carrés  étant  divisés  respectivement  parles  carrés  des 
distances  de  ces  points  au  point  fixe,  est  constante. 

146.  —  Par  chaque  point  d'une  ellipse  située  sur  un  ellipsoïde  rap- 
porté à  ses  axes,  on  mène  les  tangentes  parallèles  au  plan  des  xy; 
trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  ces  tangentes. 


«2  z^ 

147.  —Etant donnés  le  paraboloide  —-\ —  =  2a;  et  un  point  M, 
ou  peut  trouver  une  sphère  qui  ait  pour  centre  le  point  M  et  qui 
suit  tangente  aux  quatre  faces  des  tctraèdi^es  conjugués  par  rapport 
au  paraboloïde. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  de  cette  sphère  et  par  C  le  centre 
de  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan  polaire  du  point  M,  on  a 


148.  — Soient  rf,,  d^,  d^^'di,  les  distances  du  centre  d'un  ellipsoïde 
aux  faces  d'un  tétraèdre  conjugué,  ai,  «a,  a^,  ai,  les  aires  des  faces  de 
ce  tétraèdre,  V  son  volume  et  V  le  volume  formé  par  le  tétraèdre 
ayant  pour  sommets  les  pieds  des  perpendiculaires  ;  démontrer  que 
la  somme  des  inverses  des  carrés  des  axes  de  l'ellipsoïde  est  égale  à 

'i\f'i":i"iy' 
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149.  —  Un  dièdre  droit  se  déplace  de  manière  que  ses  faces 
restent  tangentes  à  un  ellipsoïde  donné  et  que  son  arête  rencontre 
deux  droites  fixes  quelconques.  Trouver  le  lieu  engendré  par  cette 
arête. 

Rèp.  :  Surface  du  quatrième  ordre. 

150.  —  Par  le  centre  d'un  pllipsoïde  on  mène  les  perpendiculaires 
aux  plans  tangents  à  Tellipsoïde  en  différents  points  d'une  section 
plane,  et  l'on  porte  sur  ces  droites  des  longueurs  inversement  pro- 
portionnelles aux  distances  du  centre  à  ces  plans  ;  trouver  le  lieu 
des  extrémités  de  ces  droites.^ 

151.  —  Lorsque  quatre  surfaces  du  second  ordre  se  coupent  suivant 
la  même  courbe,  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  par  rap- 
port à  ces  surfaces  passent  par  une  même  droite,  et  ont  un  rapport 
anharmonique  constant. 

152.  —  Deux  tétraèdres  ayant  pour  volumes  V  et  V  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre  dont  les 
demi-axes  sont  a,  h,  c;  démontrer  que  si  l'on  désigne  par  vi,  v.^^ 
t>8,  ^4  les  volumes  des  tétraèdres  qui  ont  pour  sommet  commun 
le  centre  de  la  surface  et  pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  de  vo- 
lume V,  on  a 

—  j     -V^   =riV2U3V4.V'. 

(Faure.) 

153.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  P  d'un  tore  coupe  le  tore 
suivant  une  courbe  ayant  un  point  double  en  P;  trouver  le  lieu  des 
points  P  où  les  tangentes  à  la  courbe  sont  perpendiculaires. 

154.  —  Dans  un  plan  mené  par  l'un  des  axes  d'un  ellipsoïde  on 
décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  le  centre  de  l'ellipsoïde;  trouver 
le  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  tels  que  les  plans  tangents  en  ces 
points  à  l'ellipsoïde  soient  aussi  tangents  au  cercle. 

155.  —  Dans  une  surface  réglée,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  plans  tangents  menés  par  une  même  génératrice  est  égal  à 
celui  de  leurs  points  de  contact. 
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156.  —  Lorsque  deux  surfaces  réglées,  décrites  par  des  droites  qui 
se  déplacent  parallèlement  à  un  plan,  ont  une  génératrice  com- 
mune, il  y  a  généralement  un  point  de  cette  génératrice  pour  lequel 
les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent.  Si  les  surfaces  ont  le 
même  plan  tangent  en  deux  points  de  la  génératrice  commune,  elles 
se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 


157.  —  Quand  par  une  génératrice  d'une  surface  réglée,  on  mène 
trois  plans  quelconques,  chacun  d'eux  est  tangent  en  un  point  et 
normal  en  un  autre  point  ;  démontrer  que  les  six  points  considérés 
sont  en  involution. 


158.  —  On  donne  deux  quadriques  qui  se  raccordent  suivant  une 
droite  unique  AB. 

1°  Les  pôles  d'un  plan  P,  par  rapport  aux  deux  surfaces,  sont  sur 
une  droite  D  qui  coupe  AB. 

2°  Lorsque  la  droite  D  décrit  un  plan  fixe  passant  par  AB,  le  plan 
tourne  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  AB. 

.30  Lorsque  le  plan  P  tourne  autour  d'une  droite  fixe,  la  droite  D 
décrit  une  surface  du  second  ordre  passant  parla  droite  AB. 

(Painvin.) 

VI.  —  Normales. 


159.  —  Le  produit  de  la  distance  du  centre  d'un  ellipsoïde  à  un 
plan  tangent  par  le  segment  de  la  normale,  au  point  de  contact, 
compris  entre  deux  plans  principaux,  est  constant. 

Rép.  :         a2  —  bS  b^  —  c»,  ou         a^  —  c». 

160.  —  On  mène  les  normales  en  deux  points  d'un  ellipsoïde  ;  le  plan 
perpendiculaire  à  la  corde  qui  joint  ces  points,  mené  par  le  milieu 
de  cette  corde,  passe  par  les  milieux  des  droites  qui  joignent  les 
points  de  rencontre  des  normales  arec  chaque  plan  principal. 

161.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  ellipsoïde  tels  que  les  nor- 
males en  ces  points  rencontrent  une  droite  fixe. 
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162.  —  Lorsque  trois  points  d'une  droite  décrivent  chacun  une 
surface  déterminée,  un  point  quelconque  de  la  droite  décrit  une 
surface,  et  les  normales  aux  surfaces  décrites  par  chaque  point, 
menées  par  les  points  situés  sur  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
appartiennent  à  un  même  hypcil)oluïde. 

(Man.mieim.) 

163.  —  Par  deux  points  M  et  M'  pris  sur  la  courbe  d'intersection 
de  deux  quadriques  ayant  les  mômes  plans  principaux,  on  mène  les 
plans  normaux  ;  démontrer  que  le  plan  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  corde  MM'  contient  les  milieux  des  segments  déterminés  sur 
les  axes  par  les  plans  normaux. 

164.  —  Lorsqu'on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle  sur  un  cône  du 
second  ordre,  les  plans  normaux  menés  par  les  arêtes  de  chacun  de 
ces  trièdres  se  coupent  suivant  une  droite;  trouver  le  lieu  de  cette 
droite  lorsque  le  trièdre  varie. 

165.  —  Un  donne  une  surface  quelconque,  et  l'on  considère  le  lieu 
des  points  M  tels  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées 
de  ce  point  ait  une  valeur  donnée;  démontrer  que  si  G  est  le  centre 
des  moyennes  distances  des  pieds  de  ces  perpendiculaires ,  la 
droite  MG  est  normale  en  M  à  la  surface  lieu  des  points  M. 

166.  —  On  coupe  une  surface  du  second  ordre  par  un  plan,  on 
mène  des  normales  à  la  surface  aux  différents  points  de  la  section, 
et  par  un  point  de  l'espace  on  mène  des  droites  égales  et  parallèles 
aux  longueurs  interceptées  sur  les  normales  par  l'un  des  plans 
principaux;  démontrer  que  le  lieu  des  extrémités  de  ces  droites  est 
une  conique. 

(Laguerre.) 

167.  —  On  mène  les  normales  à  un  ellipsoïde  par  les  différents 
points  d'une  section  plane  ;  trouver  le  lieu  de  la  trace  de  ces  nor- 
males sur  l'un  des  plans  principaux. 

168.  —  On  prend  quatre  points  arbitraires,  non  en  ligne  droite, 
sur  une  section  plane  d'une  quadrique,  et  l'on  mène  en  ces  points  les 
normales  à  la  surface  ;  ob  construit  les  deux  droites  D,  A  qui  ren- 
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contrent  à  la  fois  ces  quatre  normales,  et  l'on  détermine  la  droite 
qui  passe  par  un  point  fixe  et  qui  s'appuie  sur  ces  deux  droites; 
démontrer  que  ces  dernières  droites  décrivent  un  plan  lorsqu'on 
fait  varier  la  position  des  quatre  points. 

169.  —  On  considère  les  droites  précédentes  D,  A,  et  l'on  prend  les 
traces  de  ces  droites  sur  un  plan  fixe  ;  démontrer  que  les  droites 
menéos  par  ces  deux  traces  passent  par  un  point  (ixe. 

(Manmikim.) 

170.  —  Un  trièdre  trirectangle  est  circonscrit  à  une  surl'ace  du 
second  ordre  ;  démontrer  que  les  normales  à  cette  surface  aux 
points  de  contact  des  faces  du  trièdre  et  le  diamètre  qui  passe  par 
le  sommet  de  ce  (rièdre  appartiennent  à  un  même  hyperboloïde. 

[Id.) 

171.  —  Si  des  différents  points  d'une  droite  on  mène  les  normales 
à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  homothétiques  et  concen- 
triques, les  pieds  de  ces  normales  sont  sur  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

172.  —  Si  de  tous  les  points  d'une  droite  on  mène  des  normales  à 
un  ellipsoïde,  les  pieds  de  ces  normales  sont  sur  une  quartique 
gauche. 

173.  —  Trouver  le  lieu  des  projections  d'une  droite  fixe  sur  les 
plans  normaux  à  la  courbe  définie  par  les  équations 

(École  Poliflechnique,  Oral.) 

174.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations 

_     A  _     B  _     C 

un  plan  coupe  la  courbe  en  trois  points  définis  par  les  paramètres 
'i,  h,  h'>  déterminer  le  plan  de  manière  que  les  droites  qui  joignent 
le  point    t  =u    aux  points  h,  t^,  h  soient  rectangulaires. 
Qu'y  a-t-il  à  remarquer  sur  ce  plan  ? 
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175.  —  Les  normales  menées  à  un  ellipsoïde  en  tous  les  points  de 
la  courbe  d'intersection  avec  un  cône  passant  par  les  axes,  rencon- 
trent un  diamètre  fixe. 


176.  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  normales  au  cône 

ax^ -Jr  hif -\- cz^  =  0, 

les  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine,  sur  le   tétraèdre  qui  a 
pour  sommets  les  pieds  des  normales,  se  trouvent  sur  le  cône 
a[h  —  cfx^  H-  h{c  —  a)hf-  +  c[a  —  by-z^  =  0. 

177.  —  Dans  une  surface  qui  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme 
des  distances  à  deux  droites  fixes  est  constante,  la  normale  en  un 
point  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  sur  les  droites. 

178.  —  On  peut  abaisser,  sur  une  surface  d'ordre  m,  m^  normales 
-qui  rencontrent  une  droite  donnée. 

(Mannueim.) 

179.  —  Toute  section  d'une  surface  d'ordre  m  par  un  plan  arbi- 
traire contient    m{m  —  1)    normales  de  la  surface. 

{Id.) 

180.  —  Le  nombre  des  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point 
sur  une  surface  algébrique  d'ordre  m  est  égal  à    w(m'  —  m  +  l). 


VII.  —  Sections  planes  et  génératrices  rectilignes. 


181.  —  En  chaque  point  d'un  paraboloïde  passent  deux  cercles; 
trouver  le  lieu  des  points  où  ces  cercles  se  coupent  à  angle  droit. 

182.  —  Tout  plan  tangent  à  un  cône  du  second  ordre  coupe  les 
plans  cycliques  suivant  deux  droites  également  inclinées  sur  l'arête 
de  contact. 


SECTIONS    PLANES    ET    GÉNÉRATRICES    RECTTLTGNES  309 

183.  —  Toulplan  tangent  à  un  cône  fait  avec  les  deux  plans  cycli- 
ques deux  angles  dont  la  somme  est  constante. 

184.  —  En  un  des  ombilics  d'une  quadrique  on  mène  une  sphère 
tangente  à  la  surface  ;  démontrer  que  les  deux  surfaces  se  coupent 
suivant  une  courbe  plane  dont  le  plan  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même  quand  le  rayon  de  la  sphère  varie. 

185.  —  Quand  un  plan  touche  deux  cônes  ayant  même  sommet  et 
mêmes  plans  cycliques,  les  deux  arêtes  de  contact  sont  perpendi- 
culaires. 

186.  —  Si,  par  six  points  fixes  d'une  quartique  gauche,  on  fait 
passer  des  surfaces  du  second  ordre,  ces  surfaces  coupent  la  courbe 
en  deux  autres  points  ;  démontrer  que  la  droite  qui  joint  ces  points 
engendre  un  hyperboloïde. 

187.  —  Trouver  le  lieu  des  ombilics  des  surfaces  ayant  pour  équa 
-tioii 

a^^  +  î/"  +  -s'  —  2ay3  —  2^3:0;  —  2coci/  =r  t , 

quand  on  a    abc=  i. 

{École Polytechnique,  Oral.) 

188.  —  Trouver  le  lieu  des  ombilics  des  paraboloides  passant  par 

«ne  conique  donnée  et  un  point  donné. 

(Id.) 

189.  —  Trouver  le  lieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  l'axe 
d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  à  une  génératrice  quelconque  de 

la  surface. 

{Id.) 

190.  —  Sur  chaque  génératrice  d'un  hyperboloïde,  et  à  partir  «Ju 

cercle  de  gorge,  on  porte   une  longueur  constante  ;  trouver  le  lieu 

des  points  ainsi  obtenus. 

{H.) 

191.  —  On  considère  un  cône  droit  à  base  elliptique;  on  mène 
une  génératrice  quelconque  SA,  et  par  le  point  B  diamétralement 

MOSN.  —  m  24 
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opposé,  sur  l'ellipse,  on  mène  la  tangente  BT  à  l'ellipse  ;  trouver  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  communes  aux  droites  SA  et 
BT. 

(Id.) 

192.  —  Par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipse de  gorge,  on  mène  deux  génératrices  de  même  système  ;  trou- 
ver le  lieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  génératrices. 

{Id.) 

193.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  génératrices 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  qui  passent  par  les  extrémités  de 
deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse  principale. 


194.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  perpendiculaire  com- 
mune aux  génératrices  d'un  hyperboloïde,  menées  par  les  extré- 
mités des  diamètres  de  l'ellipse  principale. 

195.  —  Dans  un  hypei'boloïde,  chaque  système  de  deux  généra- 
trices parallèles  détermine  sur  deux  génératrices  de  système  difTé- 
renl,  à  partir  de  leur  point  d'intersection,  deux  segments  dont  le 
produit  est  constant. 

196.  —  Étant  donné  un  hyperboloïde,  on  mène  deux  génératrices 
du  même  système,  par  les  extrémités  d'une  corde  de  l'ellipse  de 
gorge  ;  trouver  la  surface  engendrée  par  la  perpendiculaire  com- 
mune lorsque  la  corde  correspondante  du  cercle  principal  est  vue  du 
centre  sous  un  angle  constant. 

197.  —  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  génératrices 
rectilignes  qui  sont  vues  sous  un  angle  droit  d'un  point  donné  sur 
l'hyperboioïde. 

198.  —  Trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  définie 
par  l'équation 

et  discuter  cette  surface. 
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199.  --  Trouver  les  asymptotes  de  la  cubique  gauche  détînie  par 
les  équations 

A  chaque  valeur  de  t  correspond  un  point  de  la  courbe  ;  trouver 

la  condition  pour  que  la  droite  (<i,  ^2)  soit  perpendiculaire  à  la  droite 

(«3,  ti,).  En  déduire  que  le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  points 

^1,  U,  h,  ii,  est  orthocentrique. 

[Ecole  Normale,  Oral.) 

200.  —  L'équation  de  la  surface  du  second  ordre  qui  passe  par  les 
trois  droites  ayant  pour  équations 

(    A=0,  (    C  =  0,  \    aA  +  pB  +  yG  +  YD  =  0, 


I    B  =  0  ;  (    D  =  0  ;  (    a'A  +  p'B  +  y'^  +  t'^  =  0, 

est 

«A  +  ^B  _  g'A  +  P'B 

yC  +  8D  "~  y'C  +  o'D' 

201.  —  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre,  le  centre 
de  l'hyperboloïde  passant  par  les  quatre  hauteurs  et  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

202.  —  Par  les  centres  A',  B',  C,  D'  des  cercles  circonscrits  aux 
quatre  faces  d'un  tétraèdre  ABCD,  on  mène  les  perpendiculaires  à 
ces  faces,  et  l'on  prend  sur  ces  perpendiculaires  des  longueurs 
A'A",  B'B",  C'C",  D'D"  proportionnelles  aux  aires  de  ces  faces;  dé- 
montrer que  les  droites  AA",  BB",CG",  DD"  sont  les  génératrices  d'un 
hyperboloïde. 

203.  —  Une  surface  réglée  gauche  du  troisième  ordre  admet  deux 
directrices  rectilignes,  dont  une  est  double. 

204.  —  Trouver  le  lieu  des  asymptotes  d'un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  que  l'on  peut  mener  par  les  différents  points  d'une  droite  qui 
passe  par  le  centre. 

205.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux 
asymptotes  rectangulaires,  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
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206.  —  Soient  ABC,  A'B'C  deux  triangles  situés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace.  Le  lieu  du  point  tel  que  les  droites  menées 
par  ce  point,  et  s'appuyant,  respectivement,  sur  les  couples  de  droites 
AB  et  A'B',  BC  et  B'C,  CA  et  C'A',  soient  dans  un  même  plan,  est 
l'hyperboloïde  passant  par  les  droites  AA',  BB',  CC. 

(,).  Neuberg.) 

207.  —  Si,  par  un  point  fixe  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on 
mène  des  droites  s'appuyant  sur  les  diagonales  des  quadrilatères 
formés  par  deux  génératrices  fixes  de  l'un  des  systèmes  et  deux  géné- 
ratrices variables  de  l'autre,  ces  droites  sont  situées  dans  un  même 
plan. 

ild.) 

208.  —  Soient  A,  B,  C  trois  génératrices,  d'un  même  système,  de 
riiyperboloïde  H,  A',  6',  C  trois  génératrices,  d'un  même  système, 
de  l'hyperboloïde  H'  ;  par  un  point  P,  de  l'intersection  des  deux 
hyperboloïdes,  on  mène  les  droites  qui  s'appuient  sur  les  couples  de 
droites  (A,  B')  et  (A',  B),  (B,  C)  et  (B',  C),  (A,  B')  et  (A',  B)  ;  démon- 
trer que  les  trois  plans  déterminés  par  ces  couples  de  droites  passent 
par  une  même  droite. 

Ud.) 

209.  —  Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère,  on 
mène,  par  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes,  des  plans  faisant 
un  angle  donné  avec  le  plan  directeur  parallèle  aux  génératrices  ; 
trouver  le  lieu  des  points  où  ces  plans  touchent  le  paraboloïde. 

210.  —  Si  deux  hyperboloïdes  ont  deux  génératrices  communes,  de 
même  système,  ils  ont  aussi  deux  autres  génératrices  communes,  et 
ils  se  touchent  en  quatre  points. 


211.  —  Par  un  point  pris  sur  un  paraboloïde  hyperbolique,  on 
mène  une  perpendiculaire  à  chacune  des  génératrices  d'un  môme 
système  ;  montrer  que  le  lieu  de  ces  perpendiculaires  est  un  cône  du 
second  ordre.  Trouver  les  plans  cycliques  de  ce  cône. 

212.  —  On  considère  les  triangles  qui  ont  même  centre  de  gravité, 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  trois  droites  parallèles  à  un 
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même  plan  ;  démontrer  que  les  côtés  de  ces  triangles  sont  les  géné- 
ratrices de  trois  paraboloïdes,  et  que  les  plans  de  ces  triangles  sont 
tangents  à  un  cône  du  second  degré.    ,  (J.Neuberg.) 


213.  —  Dans  un  tétraèdre  quelconque,  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  aux  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  faces  opposées  sont 
les  génératrices  d'un  même  hyperboloïde. 

Il  en  est  de  même  des  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  cen- 
tres des  médianes  antiparallèles  des  faces  opposées.    (J.  Neuberg.) 

214.  —  Si  A',  B',  C,  D'  sont  les  projections  des  sommets  d'un 
tétraèdre  ABCD  sur  un  plan  quelconque,  les  perpendiculaires 
abaissées  des  points  A',  B',  G',  D'  respectivement  sur  les  faces  BCD, 
CDA,  DâB,  abc  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde. 

(J.  Neuberg.) 

215.  —  Une  cubique  gauche  passe  par  le  centre  d'une  quadrique 
et  adiîiet  pour  directions  asymptoliques  les  axes  de  cette  quadrique  ; 
démontrer  que  les  normales  à  la  quadrique  aux  six  points  d'inter- 
section de  la  cubique  avec  la  surface  appartiennent  à  un  même 
hyperboloïde. 


VIII.  -  Centre. 


216.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
passant  par  un  cercle  et  par  une  droite  qui  coupe  le  cercle. 

Séparer  sur  le  lieu  les  centres  de  cônes  et  d'hyperboloïdes. 

217.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  deux 
droites  données. 


218.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  de  révolution  du 
second  ordre  circonscrites  à  un  ellipsoïde  donné,  lorsque  ces  surfaces 
sont  assujetties  à  passer  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 
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219.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  un  point  donné,  sont  tangentes  à  un  plan  donné,  et 
touchent  un  autre  plan  donné  en  un  point  donné,  de  façon  que  ce 
point  soit  un  ombilic. 

220.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche. 

221.  —  Les  tétraèdres  maximums  inscrits  dans  un  ellipsoïde  on! 
le  centre  de  gravité  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

222.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  de  révolution 

qui  passent  par  une  ellipse  donnée. 

(École  Polytechnique,  Oral.) 

223.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  dont  on  donne 
un  plan  tangent  et  deux  sommets  n'appartenant  pas  au  même  axe. 

[M.) 

224.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  ayant  un  som- 
met donné,  une  génératrice  donnée  et  un  point  donné. 

(•W.) 

225.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  un  cercle,  dans  le 
plan  des  o:y,  ayant  pour  centre  l'origine.  Par  un  point  fixe  A  de  Ox, 
on  mène  une  sécante  quelconque  ABC  qui  coupe  le  cercle  en  B  et 
C,  puis  sur  BC  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  dans  un  plan 
parallèle  à  0^.  Trouver  l'équation  générale  des  quadriques  passant 
par  ces  deux  cercles  et  le  lieu  des  centres  de  ces  quadriques  ;  sépa- 
rer sur  ce  lieu  les  centres  des  différentes  surfaces. 

{Id.) 

226.  —  Trouver  l'équation  de  TelUpsoïde  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine des  coordonnées,  ayant  pour  plans  cychques  les  plans 

passant  par  le  point     (œ  =  0,  y  =  0,  s  =  1),     et  tangent  au  plan 

2/  =  4. 

(/d.) 
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227.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces 

Ix'^  —  (Xa  -h  i)y^  —  3£ey  —  iyz  -h  iix  —  2y  +  2iji2  -+-  3  =  0, 
et  discuter  ces  surfaces. 

228.  —  Étant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  on  peut  faire  pas- 
ser par  les  centres  de  gravité  des  quatre  faces  un  ellipsoïde  tangent 
à  ces  faces  ;  le  centre  de  l'ellipsoïde  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre. 

229.  —  1»  Étant  donnés  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  et  une 
quadrique  S,  trouver  l'équation  du  lieu  des  centres  des  sections 
faites  dans  la  surface  S  par  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde. 

2»  Trouver  les  sections  du  lieu  par  les  plans  de  coordonnées  lors- 
que la  surface  S  a  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  l'ellipsoïde. 

3»  Chercher  l'intersection  de  ce  lieu  avec  une  quadrique  concentri- 
que et  homothétique  à  S,  et  en  déduire  un  mode  de  génération  du 
lieu  en  faisant  varier  le  rapport  d'homothétie. 

{Concours  académique,  Aix  et  Montpellier,  1877 j 

230.  —  Un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  fixe,  coupe 
une  quadrique  donnée  suivant  une  courbe  par  laquelle  on  peut 
faire  passer  une  sphère  ;  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  sphère. 

231.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par 

l'équation 

xy  4-  X7/(«/  -\-z)-\-  iix{x  4-  *)  =  0. 

232.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné 
qui  coupent  un  paraboloïde  elliptique  suivant  des  cercles. 

233.  —  On  donne  dans  les  plans  des  xs  et  des  yz  deux  coniques^ 
tangentes  en  0  à  l'a.xe  des  z  ;  trouver  le  lieu  des  centres  des  qua- 
driques  qui  passent  par  ces  coniques. 

234.  —  Une  droite  est  rencontrée  par  deux  autres  en  deux  points 
différents  ;  trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  qui  passent 
par  les  trois  droites. 
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235.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  qui  passent  p^r 
deux  droites,  non  situées  dans  le  même  plan,  et  par  deux  points 
donnés. 


236.  —  Trouver  l6  lieu  des  centres  des  quadriques  qui  passent 
par  une  conique  donnée  et  qui  ont  un  sommet  donné. 

237.  —  Soit  A'B'C'D'  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents  en 
A,  B,  (\  D  à  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD  ;  démontrer 
que  le?' droites  AA',  BB',  CC,  DD'  appartiennent  h  un  hyperboloïde 
qui  a  pour  centre  le  point  dont  la  somme  de  ses  distances  aux  faces 
du  tétraèdre  ABCD  est  minimum. 


238.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  et,  sur  ces  droites, 

deux  points  0,  0',  à  partir  desquels  on  porte  des  segments 

OM  =  p,      O'M'  =  p' 
liés  par  la  relation 

app'  -\-bp  -\-  cp'  -+-  d  z=  0, 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  droite  MM'. 

2°  Trouver  le  centre  de  la  surface. 

3o  Trouver  le  plan  tangent  en  un  point. 

(École  NoDiinle.  Oral.) 

239.  —  Étant  donnés  trois  plans  et  leurs  pôles  par  rapport  à  une 
quadrique,  démontrer  que  le  lieu  du  centre  de  cette  quadrique  est 

une  droite. 

(Mac  Cay.) 

240.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  de  révolution 
qui  passent  par  deux  droites  données  ;  trouver  ensuite  le  lieu  des 
axes  de  ces  surfaces. 


IX.  —  Plans  diamétraux  et  diamètres. 

241.  —  Si  par  un  point  fixe  P  on  mène  une  transversale  qui 
coupe  un  ellipsoïde  aux  points  A  et  B,  le  produit  PA  X  Pt^  est 
proportionnel  au  diamètre  p^-Nallèle  à  la  transversale. 
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242.  —  Si  l'on  joint  un  point  fixe  P  aux  extrémités  d'un  diamètre 
AB  d'une  quadrique,  et  si  l'on  appelle  C,  D  les  points  où  les  droi- 
tes PA,  PB  coupent  la  surface,  la  somme  ou  la  difTérence  des  rap- 

PA    PB 
ports  Tj-r  5  pr:  cst  constante. 

243.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  fixe  aux 
extrémités  d'un  diamètre  quelconque  d'un  ellipsoïde,  ces  carrés 
étant  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  diamètres  parallèles, 
est  constante. 

244.  —  Si  A  et  B  sont  deux  points  d'un  diamètre,  conjugués  par 
rapport  aux  extrémités  de  ce  diamètre,  le  rapport  des  distances  d'un 
point  quelconque  de  l'ellipsoïde,  divisées  respectivement  par  les  dia- 
mètres parallèles  aux  droites  MA,  MB,  est  constant. 

245.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  par  un  plan  passant  par  un  point  fixe  et 
par  une  génératrice  variable. 

246.  —  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  quelconques,  la  somme  des 
carrés  des  trois  diamètres  conjugués  du  premier,  divisés  par  les 
carrés  des  diamètres  du  second  qui  leur  sont  respectivement  paral- 
lèles, est  constante. 

247.  —  Étant  donnés  un  système  de  points  dans  l'espace  et  un 
ellipsoïde  ayant  pour  centre  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  donnés,  la  somme  des  carrés  des  droites  menées  par  un  point 
quelconque  de  l'ellipsoïde  à  tous  les  points,  divisés  respectivement 
par  les  carrés  des  demi-diamètres  parallèles  à  ces  droites,  est  cons- 
tante. 

(Chasles.) 

248.  —  La  somme  des  produits  des  projections  de  trois  diamètres 
conjugués  sur  deux  droites  fixes  est  constante. 

249.  —  La  somme  des  produits  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  de 'trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  sur 
deux  plans  quelconques  menés  par  le  centre  est  constante. 
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250.  —  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres 
conjugués  d'un  ellipsoïde  sur  un  quatrième  diamètre,  parallèlement 
au  plan  conjugué,  est  égale  au  carré  de  ce  quatrième  diamètre. 


251.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  des  extrémités  de  trois 
diamètres  conjugués  à  uji  diamètre  fixe  est  constante. 

252.  —  Les  plans  tangents  aux  extrémités  de  trois  diamètres  con- 
jugués d'un  ellipsoïde  coupent  un  diamètre  fixe  en  trois  points  ;  la 
somme  des  carrés  des  inverses  d^s  distances  du  centre  à  ces  points 
est  constante. 

253.  —  Démontrer  que  les  normales  à  un  ellipsoïde  aux  extrémi- 
tés de  trois  diamètres  conjugués  se  projettent  suivant  des  droites 
concourantes,  sur  le  plan  mené  parles  extrémités  de  ces  diamètres. 

254.  —  Lorsqu'une  droite  se  déplace  dans  un  plan  fixe,  les  plans 
diamétraux  conjugués  passent  par  une  droite  fixe,  et  lorsqu'un  plan 
tourne  autour  d'une  droite,  son  diamètre  conjugué  décrit  un  plan. 

255 .  —  En  chacun  des  points  d'un  ellipsoïde,  on  mène  le  plan 
tangent,  et  l'on  projette  sur  ce  plan  le  diamètre  issu  du  point  de 
contact.  Démontrer  que  ces  projections,  déjà  tangentes  à  l'ellipsoïde, 
sont  aussi  tangentes  à  une  autre  surface. 

(Mannheim.) 

256.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  un  point,  on  mène,  par  le 
point,  une  droite  qielconque  D  et  le  plan  P  perpendiculaire  ;  trou- 
ver la  condition  pour  que  le  diamètre  conjugué  du  plan  rencontre  la 
droite,  et,  quand  la  condition  est  remplie,  trouver  le  lieu  du  point 

de  rencontre. 

{Ecole  Normale,  Oral.) 

257.  —  On  considère  les  cônes  qui  ont  pour  sommet  un  point 
d'une  quadrique  et  pour  bases  des  sections  planes  de  la  quadrique  ; 
le  plan  diamétral  conjugué  du  diamètre  passant  par  le  sommet 
coupe  ces  cônes  suivant  des  courbes  homothétiques. 
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258.  —  Par  un  point  fixe,  on  mène  les  parallèles  à  trois  diamètres 
conjugués  quelconques  d'une  quadrique  à  centre,  et  par  les  points 
où  CCS  droites  coupent  une  autre  quadrique,  on  mène  trois  plans 
tangents  à  cette  quadrique  ;  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection 
de  ces  plans. 


259.  —  Par  un  point  fixe,  on  mène  les  parallèles  à  trois  diamètres 
conjugués  quelconques  d'une  quadrique  à  centre,  et  par  trois  des 
points  où  ces  droites  coupent  une  autre  quadrique  on  fait  passer  un 
plan  ;  trouver  le  lieu  des  projections  du  point  fixe  sur  ce  plan, 

260.  —  La  somme  des  produits  des  distances  des  extrémités  de 
trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  à  un  plan  tangent  fixe  est 
constante. 

261.  —  Expliquer  la  recherche  du  lieu  des  millieux  des  cordes  pa- 
rallèles à  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  dont  les  coordonnées 

sont 

x=2,  1/=  I,  ^  =  1, 

pour  la  surface  représentée  par  l'équation 

œ*  H- 21/2  —  332_|_2a;î/H-5i»-|-^  =  0. 

{École  Polytechnique,  ISIQ,  Admissibilité.) 

262.  —  Étant  donnés  une  quadrique  et  un  point  fixe,  on  mène 
par  ce  point  trois  droites  parallèles  à  un  système  de  diamètres  con- 
jugués d'une  autre  quadrique  à  centre  ;  ces  parallèles  rencontrent  la 
première  surface  en  trois  points  qui  déterminent  un  plan  dont  le 
pôle  par  rapport  à  cette  surface  est  sur  une  quadrique. 

263.  —  Le  lieu  des  sommets  des  trièdres  circonscrits  à  un  para- 
boloïde,  et  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux 
conjugués  d'une  quadrique  à  centre,  est  un  plan. 

264.  —  Étant  donnés  trois  diamètres  conjugués  d'une  quadrique, 
la  somme  des  inverses  des  carrés  des  projections  de  chaque  diamè- 
tre sur  une  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  est  constante. 
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265.  —  Si  d'un  point  d'un  ellipsoïde  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  trois  diamètres  conjuguas  quelconques,  le  plan  déter- 
miné par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  passe  par  un  point  fixe. 

266.  —  Lorsque  quatre  points  d'une  droite  sont  assujettis  à  res- 
ter sur  quatre  quadriques  ayant  un  diamètre  commun,  et  homo- 
thétiques  deux  à  deux,  il  existe,  sur  la  droite,  un  point  particulier 
qui  décrit  une  courbe  plane  ;  tout  autre  point  de  la  courbe  décrit 
une  courbe  située  sur  une  quadrique  homothétique  à  l'une  quel- 
conque des  premières  et  admettant  leur  diamètre  commun  pour  un 
de  ses  diamètres.  ■  (A.  Pellet.) 

267.  —  Étant  données  une  quadrique  et  une  sphère,  si  l'on  ap- 
pelle a,  p,  Y  les  angles  sous  lesquels  trois  diamètres  conjugués  ren- 
contrent la  sphère,  la  somme 

a'2  cos^  a=  fc'2  cos2  p  +  c'2  cos^  y 
est  constante. 

268.  —  Étant  données  une  conique  et  une  droite,  dans  son  plan, 
on  fait  passer  une  quadrique  par  la  conique  et  un  plan  par  la  droite  ; 
trouver  le  lieu  du  centre  de  la  section  obtenue  lorsque  cette  section 
est  un  cercle  de  rayon  donné. 

269.  —  Trouver  le  lieu  du  centre  des  quadriques  qui  passent  par 
quatre  points  donnés  et  qui  ont  trois  diamètres  conjugués  parallèles 
à  des  droites  données. 

Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  l'un  de  ces  diamètres. 

270.  —  Tout  cône  ayant  pour  sommet  un  point  du  plan,  déterminé 
par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  et 
pour  base  la  section  par  le  plan  diamétral  parallèle,  a  un  volume  cons- 
tant, 

X.  —  Plans  principaux  et  axes. 

271.  —  Si  Ton  circonscrit  à  un  ellipsoïde  trois  cylindres  ayant 
les  axes  perpendiculaires  deux  à  deux,  la  somme  des  carrés  des  aires 
des  sections  droites  est  constante. 
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272.  —  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  d'un 
ellipsoïde,  les  axes  ont  une  somme  minimum  et  les  diamètres  con- 
jugués égaux  ont  une  somme  maximum. 

273.  —  On  donne  une  quadrique  ,et  un  plan  fixe;  trouver  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  circonscrits  du  second  ordre  qui  coupent  le 
plan  fixe  suivant  une  conique  pour  laquelle  le  produit  des  axes  est 
donné. 

274.  —  Trouver  Ife  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  de  révolu- 
tion qui  contiennent  une  ellipse  donnée. 


275.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  quadriques  qui  ont  un 
ombilic  donné  et  une  sectiom  circulaire  parallèle  à  un  plan  donné. 

276.  —  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  un 
ellipsoïde  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Cas  oîi  ce  point  est  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

277.  —  Par  chaque  point  d'une  quadrique  on  peut  faire  passer 
deux  cônes  de  révolution  circonscrits  ;  ces  cônes  se  coupent  suivant 
deux  coniques  dont  les  tangentes  au  point  considéré  sont  aussi  tan- 
gentes aux  sections  circulaires  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point. 

278.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans  un 
ellipsoïde  par  des  plans  passant  par  une  droite  donnée. 

(école  Polytechnique,  Oral.) 

279.  —Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  d'un  ellipsoïde 

par  les  plans  tangents  à  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  passe 

par  le  centre. 

(Id.) 

280.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans  le 

paraboloïde     -  h 2a7  =  0    par  les  plans  tangents  à  un  cône 

de  révolution  autour  de   Oî,   avant  pour  sommet  l'origine. 

"  ad.) 
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281.  —  Trouver  le  lieu  des  axes  des  cylindres  de  révolution  qui 
passent  par  quatre  points   donnés  dans  un  plan. 

(M.) 

282.  —  Trouver  la  direction  des  axes  de  la  section  du  paraboloïde 
et  du  plan  définis  par  le'}  équations 

z=zxy,  ax-i-by-\-C2  =0. 

(Id.) 

283.  —  Lorsque  trois  points  d'une  droite  glissent  sur  les  faces 
d'un  angle  trièdre,  un  quatrième  point  de  cetCe  droite  décrit  un 
ellipsoïde  ;  démontrer  que  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  indépendant 
de  l'inclinaison  des  faces  du  trièdre. 

(E.  Lucas.) 


284.  —  Trouver  l'équation  du  cône  du  second  ordre  qui  admet 
pour  génératrices  les  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
les  trois  axes  d'une  quadrique  ayant  pour  centre  l'origine. 

285.  —  Les  paraboloïdes  hyperboliques  qui  passent  par  deux  droites 
non  situées  dans  un  même  plan  ont  un  plan  directeur  commun  ; 
trouver  le  lieu  de  leurs  sommets  lorsque  les  seconds  plans  direc- 
teurs passent  par  une  troisième  droite  donnée. 

286.  —  Le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  qui  passent  par 
deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  est  un  conoïde  droit. 

287.  —  Trouver  le  lieu  du  sommet  du  cône  qui  a  pour  base  un 
cercle  donné  et  dont  un  axe  passe  par  un  point  donné. 

Rép.  :  Strojyhoïde. 


288.  —  Si  7^,  IX,  V  sont  les   angles  des  axes  de  coordonnées,  les 
conditions  pour  que  l'hyperboloïde  ayant  pour  équation 

ayz  +  bzx  +  cxij  +  k  ■=  0 
soit  de  révolution  sont 

a  __  0  _  c 

i  —  cos  X  ~  l  —  cos  p  ~~  1  —  COS  V 
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289.  —  Trouver  le  lieu  des  pôles  des  plans  qui  coupent  un  ellip- 
soïde suivant  des  ellipses  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  est 
constante. 

290.  —  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  concentriques,  la  somme  des 
carrés  des  aires  des  sections  faites  dans  le  premier  par  trois  plans 
diamétraux  conjugués,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des 
aires  des  sections  faites  par  les  mêmes  plans  dans  le  second  ellip- 
soïde, est  constante. 

291.  —  Si  par  un  point  fixe  pris  dans  l'intérieur  d'un  ellipsoïde  on 
mène  trois  plans  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  conjugués,  la 
somme  des  carrés  des  aires  des  trois  sections,  divisés  respective- 
ment parles  carrés  des  aires  des  sections  diamétrales  faites  par  les 
plans  diamétraux  conjugués  est  constante. 

292.  —  Trouver  le  lieu  des  axes  des  paraboloïdes  équilatères  qui 
passent  par  deux  droites  données. 

293.  —  Deux  quadriques  de  forme  invariable,  Tune  fixe,  l'autre 
mobile,  sont  assujetties  à  se  couper  suivant  une  circonférence  ; 
trouver  le  lieu  du  centre  de  la  surface  mobile. 

Examiner  le  cas  où  l'une  de  ces  surfaces  est  de  révolution  et  celui 
où  les  deux  surfaces  sont  de  révolution. 


294.  —  On  mène  par  un  point  fixe  un  plan  variable,  et  l'on  prend 
le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  une  quadrique  donnée  ;  trouver  le 
lieu  des  traces  des  axes  du  cône  circonscrit  à  la  quadrique  et  ayant 
pour  sommet  le  pôle  du  plan. 

295.  —  Étant  donnée  l'équation 

4a?2  +  251/!"  H-  49 «2  _  70?/s  —  2Sxz  -\-  aOry  -^2x  —  iy -h  ^^  +  ^  ==  0~, 

qui  représente  une  surface,  du  second  ordre  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires,  on  demande  de  ramener  cette  équation  à  la  forme 
la  plus  simple,  en  choisissant  de  nouveaux  axes  rectangulaires  dont 
on  déterminera  la  position  par  rapport  aux  axes  primitifs. 

{Agrégation,  calcul,  1879.) 
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296.  —  On  donne  la  surface  qui  a  pour  équation 

3a;2  —  3(/2  -h  z^  —  2yz  —  ixs  +  8xy  —  Sx  +  6y-h2s  =  0, 
par   rapport  à  un  système  de   plans  coordonnés   rectangulaires  ; 
trouver  l'équation  de  la  même  surface  par  rapport  à  un  système  de 
plans  principaux. 

On  admettra  comme  connue  l'équation  générale   des  plans  dia- 
métraux, et  l'on  fera  directement  sur  l'équation  donnée  les  raison- 
nements et  les  calculs  nécessaires  pour  résoudre  la  question. 
{École  Polytechnique,  admissibilité,  1877.) 

297.  —  Par  l'intersection  de  deux  quadriques  de  révolution  on  ne 
peut  faire  passer  d'autres  quadriques  de  révolution  que  si  leurs  axes 
sont  rectangulaires  ou  parallèles. 

S'ils  sont  rectangulaires,  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une  ;  les 
axes  des  trois  quadriques  sont  perpendiculaires  deux  à  deux. 

S'ils  sont  parallèles,  on  en  peut  faire  passer  une  infinité  ;  le  lieu 
des  foyers  de  leurs  méridiennes  est  une  cubique  plane. 

(E.  Amigues.) 

298.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  détermine  les  points  de  con- 
tact des  plans  tangents  parallèles  aux  plans  des  sections  circulaires, 
et  l'on  mène  deux  sphères  tangentes  chacune  en  deux  de  ces  points 
symétriques  par  rapport  au  grand  axe  ;  trouver  l'équation  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  ordre  circonscrites  à  ces  deux  sphères, 
et  discuter  ces  surfaces. 

Trouver  les  propriétés  géométriques  par  rapport  aux  deux  sphères 
des  lignes  d'intersection  de  ces  surfaces  et  de  l'ellipsoïde. 

Montrer  que  ces  lignes  forment  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  un 
réseau  de  courbes  se  coupant  orthogonalement. 

{Concours  académique,  Aix  et  Montpellier,  1867.) 

299.  —  Le  cône  qui  a  pour  sommet  un  foyer  d'une  surface  de 
révolution  et  pour  base  une  section  plane  quelconque  est  de  révo- 
lution. 

300.  —  Dans  une  suite  d'ellipsoïdes  inscrits  dans  un  cône  de  révo- 

lution  suivant  la  même  courbe  de  contact,  le  rapport  r-^ rïïVTrs r^ 

^^^     (a2  —  b^)[b^  —  c^) 

est  constant,  a,  h,  c  étant  les  demi-axes. 
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301.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  qui  passent 
par  une  parabole  donnée  et  par  deux  points  donnés  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  la  parabole.  Séparer  les  sommets  de  parabo- 
loïdes elliptiques  des  sommets  de  paraboloïdes  hyperboliques. 

fAMIGUES.) 


302.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  quadriques  qui  passent 
par  un  cercle  donné  et  qui  ont  pour  centre  un  point  donné.  Distin- 
guer les  points  du  lieu,  suivant  la  nature  des  quadriques. 

(Amigues.) 

303.  —  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oij,  Oj,  on 
décrit  de  l'origine  comme  centre,  dans  le  plan  des  xy,  un  cercle  G 
de  rayon  R,  et  on  prend  sur  Ox  un  point  A,  par  lequel  on  mène  la 
corde  MN  du  cercle,  puis  sur  MN  comme  diamètre  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  des  xt/,  on  décrit  un  cercle  G'. 

1»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  qui  passent  par  les 
cercles  G  et  G'  lorsque  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 

2°  Séparer  sur  la  surface  obtenue  les  régions  qui  correspondent 
aux  centres  des  différents  genres  de  quadriques. 

3*^  Trouver  le  lieu  des  axes  des  paraboloïdes  passant  par  les 
cercles  C  et  G'. 

4"  Étudier  la  surface  S  ainsi  obtenue,  en  la  coupant  par  des 
plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  et  trouver  son  contour 
ai>parent  sur  le  plan  des  zx. 

'6°  Indiquer  un  mode  de  génération  simple  de  la  surface  2,  basé 
sur  des  considérations  élémentaires. 

{Concours  académique,  Nancy  et  Besançon,  1879.) 

304.  —  Si  par  le  centre  d'un  ellipsoïde  on  mène  une  perpendicu- 
laire à  chaque  plan  diamétral,  et  qu'on  porte  sur  celte  perpendicu- 
laire, à  partir  du  centre,  des  longueurs  égales  aux  demi-axes  de  la 
section  diamétrale  correspondante,  le  lieu  des  extrémités  de  ces 
longueurs  est  une  surface  du  quatrième  ordre,  appelée  surface  des 
ondes. 

Étudier  les  sections  de  celte  surface  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  principaux. 

MOSN.  —  III  25 
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305.  —Étant  donnés  trois  plans  rectangulaires,  une  quadriqne 
touche  un  de  ces  plans  et  coupe  les  deux  autres  suivant  des  cerclf^s 
de  centres  variables,  mais  de  rayons  donnés.  Trouver  le  lieu  des 
centres  de  ces  quadriques  et  la  relation  qui  existe  entre  les  longueurs 
de  leurs  axes. 

Lorsque  les  quadriqives  sont  assujetties  à  passer  par  un  point  du 
plan  tangent  commun,  trouver  le  lieu  des  points  oîi  les  surfaces 
touchent  ce  plan. 


XI.  —  Foyers  et  surfaces  homofocales. 


306.  —  La  polaire  d'une  directrice  est  la  tangente  à  la  conique 
focale  au  foyer  correspondant. 

307.  —  Si  par  une  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  qua- 
drique,  on  mène  deux  plans  tangents  à  l'une  des  focales  de  la  sur- 
face, ces  plans  sont  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  à  la 
surface,  mené  par  la  droite. 

308.  —  Chaque  plan  normal  en  un  point  quelconque  d'une  focale 
de  quadrique  coupe  la  surface  suivant  une  conique  ayant  un  foyer 
au  point  considéré. 

309.  —  Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  d'une  directrice 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  foyer  corres- 
pondant. 

310.  —  Pour  chaque  plan  tangent  à  une  quaJrique,  le  produit  de 
ses  distances  aux  deux  points  d'une  focale  pour  lesquels  les  tangentes 
sont  parallèles  est  constant. 

311.  —  Si  une  quadrique  est  circonscrite  à  une  quadrique  de 
révolution,  un  cône  circonscrit  à  la  pi'emière  surface  et  ayant 
pour  sommet  un  foyer  de  la  seconde,  est  aussi  de  révolution. 
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312,  —  Lorsqu'un  cylindre  est  circonscrit  à  une  quadrique,  si 
par  l'une  des  focales  on  fait  passer  un  second  cylindre  parallèle  au 
premier,  les  sections  droites  des  deux  cylindres  sont  des  conk(ues 
ayant  même  foyer. 


313.  —  Les  projections  orthogonales  de  deux  coniques  focales 
d'une  quadrique  sur  un  plan  sont  homofocales. 

314.  —  Quand  un  cône  est  circonscrit  à  une  quadrique,  ses  trois 
axes  vonf^rencontrer  les  plans  principaux  en  trois  points,  qui  sont 
les  sommets  d'un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  focale  située 
dans  ce  plan. 

315.  —  Un  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second  ordre  et  le 
cône  ayant  pour  base  une  focale  et  même  sommet  que  le  premier, 
ont  mêmes  axes  et  mêmes  focales. 


316.  — _Par  une  droite  tangente  à  une  quadrique  on  mène  diffé 
rents  plans  sécants  ;  trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  oscu- 
latrices  à  la  section  au  point  de  contact. 

317.  —  Tout  plan  cyclique  d'une  quadrique  coupe  les  quadriques 
circonscrites  à  la  précédente  suivant  des  coniques  dont  les  focales 
passent  par  deux  points  fixes. 

318.  —  Tout  quadrilatère  gauche  d'un  hyperboloïde  peut  se  dé- 
former, sans  changer  la  longueur  des  côtés,  suivant  le  quadrilatère 
correspondant  de  l'hyperboloïde  homofocal. 


319.  —  Si  par  un  point  d'un  ellipsoïde  on  mène  les  quatre  cordes 
qui  rencontrent  deux  focales  réelles,  on-peut  faire  passer  par  ces 
cordes  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la  normale  au  point 
donné;  la  longueur  du  segment  intercepté  sur  ces  cordes  par  un 
plan  mefté  par  le  centre  perpendiculairement  à  l'axe  est  égale  au 
demi  grand  axe  de  l'ellipsoïde. 
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320.  —  Tout  plan  tangent  à  un  cône  fait  des  angles  égaux  avec 
les  plans  qui  contiennent  f  arête  de  contact  et  chacune  des  lignes 
focales. 


321.  —  La  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  qui  est  l'intersec- 
tion de  deux  cônes  de  révolution  ayant  leurs  axes  parallèles,  est 
telle  que  la  somme  des  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  som- 
mets des  deux  cônes,  multipliées  respectivement  par  des  constantes, 
est  constante.  Cette  courbe  a  trois  foyers. 

(Chasles.) 


322.  —  Si  plusieurs  quadriques  S  sont  circonscrites  à  une  qua*- 
drique  S,  tout  plan  cyclique  de  la  surface  S  coupe  les  surfaces  S 
suivant  des  courbes  dont  les  focales  passent  par  deux  points  fixes, 
réels  ou  imaginaires  suivant  que  l'intersection  de  la  surface  S  par 
le  plan  est  imaginaire  ou  réelle. 


323.  —  On  considère  les  normales  menées  à  trois  surfaces  homo- 
focales,  par  leur  point  d'intersection,  comme  les  axes  de  trois  qua- 
driques qui  passent  par  le  centre  et  qui  sont  tangentes  respective- 
ment aux  plans  principaux  des  quadriques  données  ;  démontrer  que 
les  trois  nouvelles  surfaces  sont  homofocales. 


324.  —  Lorsqu'un  dièdre  droit  se  meut  de  façon  qu'une  de  ses 
faces  passe  par  une  droite  D  et  que  son  arête  décrive  un  plan  P, 
Tenveloppe  de  la  seconde  face  est  un  cône  du  second  degré  ayant 
pour  focales  la  droite  D  et  une  perpendiculaire  au  plan  P. 


325.  —  On  donne  deux  surfaces  du  second  ordre  homofocales  et 
'an  plan  fixe  ;  par  une  droite  quelconque  du  plan,  on  mène  des  plans 
.angents  aux  deux  surfaces,  et  l'on  joint  deux  à  deux  les  points  non 
situés  sur  la  même  surface;  démontrer  que  lorsque  la  droite  se 
déplace  dans  le  plan  fixe,  toutes  les  droites  ainsi  obtenues  sont  nor- 
males aune  même  surface,  quiesl  une  anallagmatique du  quatrième 

ordre. 

(Lacuerre.) 
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326.  —  Le  plan  tangent  et  la  normale  en  un  point  P  d'une  surface 
du  second  ordre  coupent  un  plan  diamétral  de  la  surface  suivant 
une  droite  D  et  un  point  P  ;  la  droite  D  est  la  polaire  du  point  P 
par  rapport  à  la  focale  contenue  dans  le  plan. 

(Chasles.) 

327.  —  Les  axes  d'un  cône  circonscrit  à  une  quadrique  sont  les 
normales  aux  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  son  som- 
met. Les  lignes  focales  de  tous  les  cônes,  de  même  sommet,  circons- 
crits à  un  système  de  quadriques  homofocales,  sont  deux  généra- 
trices de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  qui  passe  par  le  sommet. 

328.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une 
quadrique  par  les  plans  qui  contiennent  une  normale  fixe. 

329.  —  On  donne  deux  surfaces  homofocales  du  second  ordre,  et 
par  une  droite  prise  arbitrairement  dans  l'espace,  on  mène  les 
plans  tangents  à  ces  surfaces,  puis  l'on  joint  le  point  A  où  l'un  des 
plans  touche  la  première  surface  aux  points  B,  B'  où  ces  plans- 
touchent  la  seconde  surface  ;  démontrer  que  les  droites  AB,  AB' 
sont  également  inclinées  sur  la  normale  en  A  à  la  première  surface, 
et  sont  dans  le  même  plan  que  cette  normale. 

(Laguerre.) 

330.  —  En  deux  points  M  et  M'  d'une  surface  du  second  ordre  on 
mène  les  normales,  qui  rencontrent  une  surface  homofocale  du  second 
ordre  en  quatre  points  ;  démontrer  que  le  plan  mené  perpendiculai- 
rement à  la  corde  MM',  en  son  milieu,  passe  par  le  milieu  de  Tune 
des  cordes  ayant  pour  extrémités  les  points  déterminés  par  les  nor- 
males sur  la  seconde  surface. 

ild.) 

331.  —  Trouver  le  plan  de  la  courbe  représentée  par  les  équations 

l-ht  1  t 

trouver  ses  asymptotes,  ses  axes  et  ses  foyers. 

332.  —  Quand  deux  quadriques  sont  homofocales,  leurs  contours 
apparents,  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace,  se  coupent 
à  angle  droit. 
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333.  —  Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  un  eUipsoïde  de 
révolution  aplati,  par  les  plans  qui  contiennent  une  rnème  parallèle 
à  l'axe  de  révolution,  est  une  podaire  d'ellipse.  (Fouret.) 


334.  —  Le  lieu  des  foyers  des  sections  tuiles  dans  un  cylindre  pa- 
rabolique par  les  plans  ^ui  coati enneaLune  même  perpendiculaire 
au  plan  diamétral  principal  du  cylindre,  est  une  podaire  de  parabole. 

(FoURtT.) 

335.  —  Étant  données  deux  droites  D  et  D",  dans  l'espace,  une 
hyperbole  H,  ayant  pour  directrice  la  droite  D,  est  un  méridien 
d'une  surface  gauche  de  révolution  contenant  la  droite  D';  trouver 
le  lieu  du  foyer  de  cette  hyperbole,  qui  correspond  à  la  directrice  D. 

(Halphen.) 

336.  —  On  fait  une  section  droite  dans  un  cylindre  parabolique, 
et  par  un  point  A  de  la  section,  situé  sur  l'ordonnée  du  foyer  de  la 
section,  on  mène  la  normale  à  cette  courbe  ;  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  paraboles  suivant  lesquelles  le  cylindre  est  coupé  par  des 

plans  menés  par  cette  normale. 

(Amigues.) 

337.  —  Un  considère  une  quadrique  qui  passe  par  les  quatre  côtés 
d'an  quadrilatère  gauche;  trouver  les  foyers  de  la  section  par  un 
plrm  donné,  et  le  lieu  de  ces  foyers  lorsque  la  surface  varie  ;  trou- 
ver aussi  le  lieu  de  ces  foyers  lorsque  la  surface  restant  la  même, 

le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

(Amigues.) 


XII.  —  Enveloppes  et  complexes. 


338.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  passant  par  les  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde. 

339.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  normaux  à  la  courbe  d'inter- 
section d'une  sphère  avec  un  cône  concentrique  et  du  second  ordre. 
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340.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent  un  cône  du 
second  ordre  suivant  deux  droites  rectangulaires. 


341.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  qui  interceptent  des  cercles 
égaux  sur  trois  «phères  données.  i 

342.  —  On  projette  ortliogonalement  un  point  quelconque  d'un 
ellipsoïde  sur  les  plans  principaux  ;  trouver  l'enveloppe  du  plan  qui 
passe  par  les  trois  projections. 

343.  —  On  joint  un  point  fixe  aux  différents  points  d'un  cercle; 
trouver  l'enveloppe  des  plans  menés  perpendiculairement  à  ces 
rayons  par  leurs  extrémités. 

344.  —  Par  deux  droites  données  dans  l'espace,  on  fait  passer  des 
surfaces  du  second  ordre  de  révolution  ;  trouver  l'enveloppe  du  plan 
polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  à  ces  surfaces. 

345.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  polaires  d'un  point  fixe  par 
rapport  à  un  système  de  quadriques  homufocales. 

346.  —  Trouver  l'enveloppe  du  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  sous  des  angles  égaux. 

347.  —  Trouver  l'enveloppe  du  plan  qui  coupe  trois  sphères  fixes 
sous  des  angles  égaux. 

348.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  polaires  d'un  point  fixe  par 
rapport  aux  sphères  de  rayon  constant,  qui  passent  par  l'origine. 

349.  —  Trouver  l'enveloppe  des  sphères  qui  ont  pour  centres  les 
différents  points  d'un  paraboloïde  et  qui  sont  tangentes  à  un  pîati 
fixe  perpendiculaire  à  l'axe. 

350.  —  Trouver  le  lieu  des  centres,  le  lieu  des  foyers  et  l'enve- 
loppe des  axes  des  coniques  suivant  lesquelles  un  plan  fixe  conpe 
un  système  de  surfaces  homofocales. 
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351.  —  Trouver  l'enveloppe  d'un  plan  coupant  deux  quadriques 
données  suivant  des  coniques  telles  que  l'une  soit  inscrite  et  l'autre 
conjuguée  à  un  triangle. 

352.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
{yz  =  mœ)  et  une  droite  sur  ce  paraboloïde. 

1°  Discuter  les  surfaces  S  du  second  ordre  qui  se  raccordent  avec 
le  paraboloïde  suivant  la  droite  et  qui  sont  tangentes  au  sommet. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  surfaces. 

3'  Trouver  l'enveloppe  des  sphères,  lieu  des  sommets  des  trièdres 
trirectangles  circonscrits,  qui  correspondent  aux  différentes  sur- 
faces S. 

353.  —  Trouver  l'enveloppe  des  quadriques  représentées  par  l'é- 
quation 


a  cos^  6  -h  a'  sin^  0      b  cos^  0  -H  6'  sin"^  6      c  cos*  6  -h  c  sin^ 
où  6  désigne  un  angle  variable. 


354.  —  Montrer  que  l'enveloppe  du  plan  qui  détermine  sur  un 
cône  donné,  du  second  ordre,  un  volume  constant  est  un  hyperbo- 
loïde. 

355.  —  Trouver  l'enveloppe  des  sphères  décrites  sur  les  cordes 
d*un  ellipsoïde  comme  diamètre,  lorsque  ces  cordes  conservent  une 
direction  donnée. 

356.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  menés  par  le  centre  d'un 
ellipsoïde  et  déterminant  une  section  d'aire  donnée. 

357.  —  Trouver  l'équation  de  l'enveloppe  des  surfaces  définies  par 

l'équation 

{œ  -I-  a)  (y  +  a)  {z-ha)  =  a», 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

358.  —  Trouver  l'enveloppe  des  paraboloïdes  qui  admettent  'jn 
tétraèdre  donné  pour  tétraèdre  conjugué. 
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359.  —  Trouver  l'enveloppe  des  sphères  qui  admettent  pour 
grands  cercles  les  sections  circulaires,  de  même  système,  d'un  ellip- 
soïde. 


360.  —  Trouver  l'enveloppe  des  sphères  qui  passent  par  le 
centre  d'un  ellipsoïde  et  qui  coupent  cet  ellipsoïde  suivant  deux 
courbes  planes. 

361.  —  Trouver  l'enveloppe  des  plans  passant  parle  sommet  d'un 
paraboloïde  et  tels  que  les  normales  en  tous  les  points  de  la  section 
correspondante  rencontrent  une  même  droite. 

362.  —  L'enveloppe  d'une  sphère  mobile  dont  le  centre  décrit  une 
conique  donnée  et  dont  le  rayon  est  égal  à  l'excentricité  delà  conique 
multipliée  par  la  distance  du  centre  à  une  droite  fixe  perpendicu- 
laire à  l'un  des  axes  de  la  conique  est  une  cyclide. 

363.  —  L'enveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  don- 
nées est  une  cyclide. 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  sphères  variables  avec  chaque 
sphère  fixe  est  un  cercle. 

364.  —  On  donne  qua're  quadriques  passant  par  une  quartique 
gauche  qui  a  un  point  de  i.broussement.  On  mène  un  plan  tan- 
gent quelconque  à  l'une  des  surfaces  et  l'on  prend  le  jiôle  de  ce 
plan  par  rapport  aux  trois  autres  surfaces  ;  trouver  l'enveloppe  du 
plan  qui  contient  les  trois  pftles  du  plan  variable. 

365.  —  Étant  donnée  une  surface  S  du  second  ordre,  on  mène 
par  un  point  fixe  trois  droites  respectivement  parallèles  à  trois  dia- 
mètres conjugués  d'une  quadrique  à  centre  donnée  ;  trouver  l'enve- 
loppe des  plans  qui  passent  par  trois  des  points  d'intersection  de 
ces  parallèles  avec  la  surface  S. 

366.  —  Soient  {x,  y,  z),  (»',  y',  z')  les  coordonnées  de  deux  points 

M»  +-  et/  +  103  -H  rt  =  0 
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l'équation  d'un  plan  quelcon«|ue, 

lu  condition  pour  qu'il  soit  tangent  à  une  quadrique  donnée. 

Trouver  la  relation  entre  [x,  y,  z)  el{x',y',  z')  pour  que  les  droites 
PI''  soient  telles  que  les  plans  tangents  menés  par  ces  droites  à  la 
qu  idrique  soient  rectangulaires. 

Trouver  l'équation  du  cône,  lieu  des  droites  PP'  passant  par  un 
point  fixe  P. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  de  ceux  de  ces  cônes  qui  sont  de  révo- 
lulion. 

{Keole  Normale,  Oral.) 

367.  —  Si  (l,  m,  n,  >,  \i,  v)  sont  les  coordonnées  d'une  génératrice 
de  la  quadrique  dont  l'équation  est 

a;2  +  7/2  +  c2  +  ^2    =   0, 

m   =  1-1,  »  =:  V, 


on  a 

1=  }. 

ou 

Z  =  — À, 

368.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  et  les  droites  A 
qui  coupent  cet  ellipsoïde  en  deux  points  tels  que  les  plans  tangents 
en  ces  points  soient  rectangulaires.  Trouver  le  cône  qui  contient 
les  droites  A  passant  par  un  point  M,  et  discuter  ce  lieu  lorsque  le 
point  M  occupe  toutes  les  positions  possibles. 

[Concours  académique,  Bordeaux,  1880.) 

369.  —  Étudier  le  complexe  formé  par  les  droites  qui  se  dépla- 
cent dans  l'espace  de  manière  que  leurs  distances  à  deux  points 
fixes  soient  dans  un  rapport  constant. 

370.  —  Étudier  le  complexe  formé  par  les  cordes  d'un  ellipsoïde, 
qui  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  un  plan  principal. 
Chercher  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  est 
de  révolution.  Trouver  le  lieu  des  foyers  et  celui  des  sommets  de  la 
conique  du  complexe,  lorsque  le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui- 
même  ;  considérer  le  cas  où  les  segments  déterminés  sur  les  axes 
par  le  plan  de  la  conique  sont  égaux  et  où  la  section  de  l'ellipsoïde 
par  le  plan  principal  considéré  est  un  cercle. 
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XIII.  —  Coordonnées  tétraédriques. 


371.  —  Si  les  plans  bissecteurs  de  trois  dièdres  d'un  trièdre  cou- 
pent les  arêtes  opposées  aux  points  P,  P',  P",  la  distance  de  tout 
point  du  plan  PP'P"  à  la  face  opposée  est  égale  à  la  somme  des 
distances  de  ce  point  aux  trois  autres  faces. 

372.  —  Les  plans  bissecteurs  extérieurs  des  trois  dièdres  d'un 
trièdre  coupent  les  arêtes  opposées  en  trois  points  en  ligne  droite, 
et  cette  droite  se  trouve  dans  le  plan  qui  contient  les  points  oii  les 
plans  bissecteurs  intérieurs  coupent  les  mêmes  arêtes. 

373.  —  Si  l'on  prend  arbitrairement  un  point  sur  chaque  arête 
d'un  tétraèdre,  les  quatre  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
une  conique,  par  un  sommet  et  par  les  points  situés  sur  les  arêtes 
adjacentes,  ont  un  point  commun. 

374.  —  On  porte,  sur  les  hauteurs  AA',  BB',  GC,  DD'  d'un  té- 
traèdre, les  longueurs  AA",  BB",  CC",  DD"  inversement  proportion- 
nelles à  ces  hauteurs  ;  démontrer  que  les  tétraèdres  ABGD  et 
A"B''C''D"  ont  même  centre  de  gravité. 

375.  —  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées 
d'un  tétraèdre  se  coupent  au  centre  de  gravité. 

376.  —  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  trièdre  perpendicu- 
lairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

377.  —  Étant  donnés  deux  points  sur  chacune  des  arêtes  d'un 
trièdre,  on  mène  les  couples  de  plans  ABC  et  A'B'C,  AB'G'  et  A'BG, 
A'BG'  et  AB'C,^  A'B'G  et  ABC'  ;  démontrer  que  les  quatre  droites 
d'intersection  sont  dans  un  même  plan,  et  que  si  l'on  désigne  par 
A",    B",   0"  les  points  oîi  ce  plan  coupe  les  arêtes  du  trièdre,  les 
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points  0,  A,  A',  A"  forment  une   division  harmonique,  ainsi  que 
les  points  analogues. 

378.  —  Étant  donnés  six  points  sur  les  arêtes  d'un  tétraèdre,  on 
prend  le  conjugué  de  chacun  de  ces  points  par  rapport  aux  extré- 
mités de  l'arête  correspondante,  et  l'on  fait  passer  des  plans  par  cha- 
cun de  ces  points  et  l'arête  opposée  ;  démontrer  que  ces  plans  se 
coupent  en  un  même  point  lorsque  les  six  points  donnés  sont  sur 
un  même  plan,  et  réciproquement. 

379.  —  Si  un  tétraèdre  est  conjugué  par  rapport  à  une  sphère,  ce 
tétraèdre  est  orthogonal. 

380.  —  A  quelles  conditions  doit  satisfaire  un  tétraèdre  pour  que 
l'on  puisse  mener  une  sphère  tangente  aux  six  arêtes? 

381.  —  Lorsque,  dans  un  tétraèdre,  les  produits  des  couples  d'a- 
rêtes opposées  sont  égaux,  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
au  point  de  Lemoine  de  la  face  opposée  se  coupent  en  un  point  dont 
les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux  rayons  des  cercles  circons- 
crits aux  faces,  et  les  mêmes  droites  passent  par  les  pôles  des  faces  du 
tétraèdre  par  rapport  à  la  sphère  circonscrite. 

382.  —  Démontrer  que  l'on  peut  construire  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution tangent  aux  faces  d'un  tétraèdre  en  leurs  points  de  Lemoine. 

383.  —  Étant  donnés  un  tétraèdre  et  une  sphère,  par  les  cercles 
suivant  lesquels  les  faces  du  tétraèdre  coupent  les  sphères  on  fait 
passer  des  sphères  qui  ont  pour  centres  les  centres  de  ces  cercles  ; 
démontrer  que  le  centre  radical  de  ces  quatre  sphères  est  le  conju- 
gué isogonal  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre. 

384.  —  Les  plans  polaires  d'un  point  par  rapport  aux  dièdres  d'un 
trièdre  se  coupent  suivant  trois  droites  situées  dans  le  même  plan. 

385.  —  Si  deux  quadriques  touchent  l'une  et  l'autre  les  six  arêtes 
d'un  tétraèdre,  les  douze  points  de  contact  appartiennent  à  une  même 
quadrique. 
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386.  —  Si  une  quadrique  passe  par  les  sommets  d'un  tétraèdre 
conjugué  par  rapport  à  une  autre  quadrique,  la  première  touche  les 
faces  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  seconde. 


387.  —  Étant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  on  peut  mener  une 
quadrique  tangente  aux  six  arêtes  en  leurs  milieux.  Le  centre  de  la 
surface  est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

388.  —  L'équation  du  centre  de  gravité  de  la  surface  du  tétraèdre 
de  référence,  en  coordonnées  tangentielles,  est 

(a  -I-  p  -f-  Y  +  Sj(m  +  «  +  to  +  r)  =  a»  h-  ^y  H-  yio  +  8n 


389.  —  On  joint  les  sommets  A,  B,  C  d'un  tétraèdre  aux  centres  de 
gravité  des  faces  opposées,  et  l'on  prolonge  ce?  droites  de  longueurs 
égales  à  elles-mêmes  ;  démontrer  que  le  plan  mené  par  les  extré- 
mités A',  B',  C  de  ces  droites  partage  les  arêtes  DA,  DB,  DG 
daîis  le  rapport  de  1  à  2. 

390.  —  Si  les  points  A',  B',  C  partagent  les  droites  précédentes 
dans  un  rapport  donné,  les  arêtes  DA,  DB,  DC  sont  partagées  dans 
le  même  rapport,  ce  rapport  n'étant  égal  au  rapport  donné  que  lors- 
qu'on prend  les  milieux  des  droitçs. 

391.  — Le  centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  tétraèdre  est  au 
centre  de  la  sphère  inscrite  dans  le  tétraèdre  qui  a  pour  sommets 
les  centres  de  gravité  des  faces  du  tétraèdre  donné. 


392.  —  Les  équations  des  centres  des  huit  sphères  tangentes  aux 
faces  du  tétraèdre  de  référence  sont,  en  coordonnées  tangentielles, 

dii  zh  Pu  d::  yw?  zt  8r  =  0. 

393.  —  Si  a,  &,  c  sont  les  demi-axes  d'une  quadrique  telle 
que  le  tétraèdre  de  référence  soit  conjugué  par  rapport  à  la  qua- 
drique, si  les  coordonnées  du  centre  sont  x^,  y^,  Zq,  (q,  et  si  les 
coordonnées  tangentielles  des  plans  principaux  de  la  quadrique  sont 
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(w,,  vi,  loi,  ri),     (w2,  V2,  «32,  r-2),     [Us,  Va,  w-j,  7-3),  on  a 
a^o^i  +  i/o«?  +  ^u'*!  +  *o»*f  +  a^  =  0, 
^0^4  +  î/o^i  +  ^o^i  +  ^0^1  +  &^  =  0, 
a^oMl  W-  yovl  +  ^o^f  I  +  '0^!  +  '-•'  =  0. 

394.  —  Prouver  que  l'équation 

xy        xz        xt         y;        ut         zt        . 
ab       ac        ad        bc        bd        cd 

ne  peut  pas  représenter  une  surface  réglée. 

Montrer  que  les  plans  tangents  à  la  surface,  menés  par  les  som- 
mets du  tétraèdre  de  référence,  coupent  les  faces  opposées  suivant 
des  droites  situées  dans  le  plan  qui  a  poui-  équation 

X        y         z         t        ^ 
a         0         c        a 

395.  —  Si  des  quadriques  passent  par  sept  points  arbitrairement 
choisis,  il  n'existe  en  général  aucun  point  tel  que  son  plan  po- 
laire par  rapport  à  chacune  des  quadriques  soit  fixe  ;  mais  si  les 
sept  points  sont  tels  qu'un  point  P  ait  même  plan  polaire  par  rap- 
port aux  surfaces,  les  sept  points  doivent  se  trouver  sur  quatre 
droites  passant  par  le  point  P. 

396.  —  Lorsque  deux  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  une 
même  surface  du  second  ordre  ont  un  sommet  commun,  les  droites 
qui  joignent  ce  sommet  aux  six  autres  appartiennent  à  un  même 
cône  du  second  ordre. 


397.  — Trouver  le  lieu  décrit  par  une   droite  qui  se  déplace  en^ 
restant  tangente  à  une  quadrique  donnée  et  en  s'appuyaat  sur  deux 
tangentes  fixes  de  cette  quadrique. 


398.  —  Prouver  qu'il  y  a  en  général  quatre  quadriques  qui  pas- 
sent par  une  conique  donnée  et  par  deux  autres  points  donnés,  et 
qui  touchent  deux  plans  donnés. 
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399.  —  La  surface  de  Sleiner  est  une  surface  du  quatrième  or- 
dre qui  est  coupée  suivant  deux  coniques  par  un  plan  tangent  quel- 
conque ;  démontrer  que  cette  surface  est  le  lieu  des  points  dont  les 
racines  carrées  des  dislances  aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre,  ou  les 
inverses  des^distances  aux  quatre  sommets,  vérifient  une  relation 
linéaire  et  homogène.  (Moutard.) 


400.  —  Démontrer  que  la  surface  de  Steiner  est  devtroisième 
classe,  et  qu'il  y  a  quatre  plans  coupant  la  surface  suivant  une 
seule  conique.  Montrer  que  ces  quatre  coniques  sont  sur  une  même 
quadrique. 


QUESTIONS   DE   CONCOURS 


ÉCOLE  DES  MINES   DE  SAlNT-ÉTIENNE 


Concours  de   1906. 

On  considère  la  surface  dont  l'équation  en  coordonnées  trircc- 
tan  gui  aires  est    5  =  xv--^. 

Étudier  les  sections  planes  de  cette  surface  : 

1»  Par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  ; 

2»  Par  des  plans  parallèles  au  plan  xz  et  situés  du  côté  des  if 
positifs. 

Concours  de  1907. 


1°  On  considère  un  cercle  C,  deux  points  quelconques  de  l'espace 
A  et  B,  un  point  Q  dans  le  plan  du 
cercle.  On  mène  un  plan  par  A  et 
la  polaire  de  Q  par  rapport  au 
cercle. 

On  demande  le  lieu  de  l'intersec- 
tion de  ce  plan  et  de  la  droite  BQ 
quand  Q  varie,  A  et  B  restant 
fixes. 

2°   Étudier   l  s  changements  de 
forme  de  ce  lieu  quand  B  varie,  A 
restant  fixe. 
3°  Chercher  dans  quel  cas  ce  lieu  est  une  sphère. 
Axes  et  notations  obligatoires  : 

Le  plan  xoy  est  le  plan  du  cercle  C  qui  a  son  centre  à  l'origine. 
Le  plan  zox  passe  par  A. 
Coordonnées  de    A  :  a-o,  0,    zo  ; 
B  :  xi,  j/i,  .31  ; 
Q  :  a,     p,    0. 
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ÉCOLE   POLYTECHNIQUE 


Concours  de   1894. 

On  donne  une  sphère  S  et  une  droite  A,  dont  les  équations,  par 
rapport  a  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0;. 
sont 

^""  +  y^  +  i^  =  r%  X  —  as  +  p,  ij  =  0:^  -\-  q. 

Par  le  diamètre  de  la  sphère  qui  coïncide  avec  Oz,  on  fait  passer 
un  plan  quelconque,  P,  et  l'on  prend,  relativement  au  cercle  d'in- 
tersection de  la  sphère  et  du  plan,  la  polaire  du  point  où  ce  plan 
rencontre  A. 

1°  Trouver  l'équation  et  reconnaître  la  nature  du  lieu  engendré 
par  cette  polaire,  lorsque  le  plan  P  tourne  autour  de  Oz  ; 

2"  Trouver  les  séries  de  plans  réels  qui  coupent  la  surface  S 
ainsi  obtenue  suivant  des  cercles,  et  vérifier  que  les  plans  d'une  do 
ces  séries  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  menés  à  la  sphère  S  par  la  droite  A. 

3°  Faire  voir  que  si  l'on  déplace  la  sphère  S  sans  changer  son 
rayon,  de  manière  à  amener  son  centre  en  un  nouveau  point  Oi  de 
l'axe  Oj,  il  est  possible  de  déterminer  une  nouvelle  position  Ai  de 
a  droite  A,  telle  que  la  nouvelle  surface  Si,  engendrée  à  l'aide  de 
Al  comme  on  l'a 'indiqué  ci-dessus,  coïncide  avec  S. 

4»  Trouver  le  lieu  des  positions  de  la  droite  A|  quand  le  point  Oi, 
centre  de  la  sphère,  se  déplace  sur  0^:. 

iN.  B.  —  On  conservera  toutes  les  notations  indiquées  dans  renonce. 

Concours   de  1S95. 

On  donne  :  dune  part  deux  droites  D  et  D'  ne  se  coupant  p'iS  ; 
d'autre  part  deux  autres  droites  A  et  A'  ne  se  coupant  pas.  On 
considère  une  droite  variable  OA  passant  par  l'origine  0,  et  située 
dans  le  plan  de  coordonnées  xOy. 

1°  Former  l'équation  de  la  surface  du  deuxième  degré  S  qui 
contient  D,  D'  et  OA. 

2°  La  surface  S,  et  la  surface  analogue  S  qui  contient  A,  A'  et 
OA,  se  coupent,  en  dehors  de   OA,  suivant  une  certaine  courbe. 
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Trouver  la  surface  lieu  géométrique  de  cette  courbe  lorsque  OA 
décrit  le  plan  xOy. 

3»  Déterminer  les  droites  situées  sur  cette  surface. 

4°  Étudier  complètement  cette  surface  dans  le  cas  particulier  où 
les  quatre  droites  D,  D',  A  et  A'  sont  quatre  génératrices  d'un  môme 
système  d'un  hyperboloïde  qui  passe  au  point  0  ;  et  montrer  que, 
dans  ce  cas,  lelieu  comprend  unplan  qui  demeure  invariable  lorsque 
les  quatre  droites  décrivent  respectivement  des  plans  passant  par  le 
point  0. 

N.  B.  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 

Concours  de  1896. 

On  donne  un  cercle  C,  qui  a  pour  équations  en  coordonnées  rec- 
tangulaires X  z=:  a  et  j/2H-32=:a2,  On  considère  :  1°  le  cône 
S  qui  a  pour  base  ce  cercle  et  pour  sommet  le  point  de  l'axe  Os 
qui  est  à  la  distance  Xa  de  l'origine;  2»  la  surface  Si  engendrée  par 
des  droites  parallèles  au  plan  des  xy,  et  qui  s'appuient  sur  l'axe  Os 
et  sur  le  cercle  donné.  On  demande  : 

I.  —  De  former  les  équations  des  deux  surfaces  S  et  Si  ; 

II.  —  De  trouver  l'expression  du  sinus  de  l'angle  des  plans  tan- 
gents aux  deux  surfaces  en  un  point  du  cercle  qui  a  pour  cote 
z  =  fjLfl,    et  de  calculer  ce  sinus,  avec  trois  décimales  seulement, 

pour    A  =     -      ot    \>.  —  -!-^  ; 

III.  —  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces  ;  d'en  con- 
struire deux  projections  pour  X  =  — -;  d'en  suivre  les  principales 
transformations  quand  \  varie  de  zéro  à  l'infini. 


Concours  de  1897. 

On  donne  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Oxyz:  la  droite 
AB  qui  a  pour  équations  x  =  a,  y  =  z,  le  point  C  qui  a  pour 
coordonnées  a?  =  0,  y  =  0,  s  =  a.  On  considère  l'hyperbo- 
loïde  (H)  engendré  par  la  rotation  de  AB  autour  de  0^,  puis  la 
sphère  (S)  qui  a  pour  centre  G  et  qui  est  tangente  à  AB. 

I.  —  Trouver  les  équations  des  surfaces  (H)  et  (S). 

IL  —  Déterminer  leur  courbe  commune,  et  calculer  le  rapport 
de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  des  surfaces  aue  cette  courbe 
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découpe  sur  la  sphère.  (Il  suffira  de  donner  le  résultat  avec  deux 
décimales). 

ÎII.  —  Autour  d'un  point  P  de  0^  dont  la  cote  est  z  =  h, 
pivote  une  sécante  qui  perce  l'hyperboloïde  (H)  en  un  point  H,  et 
la  sphère  (S)  en  un  point  S.  On  demande  :  d'étudier  le  lieu  de 
l'intersection  M  des  diamètres  OH  et  CS  ;  de  discuter  les  coeffi- 
cients anj^ulaires  de  ses  directions  asymptotiques,  quand  le  point  P 
décrit  l'axe  Oz. 

Concours  de  i898. 

On  considère  une  sphère  (S)  de  rayon  R  qui  a  pour  centre  l'ori- 
gine d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  Oxyz,  et  un 
paraboloïde  (P)  qui  a  pour  plan  directeur  crOy,  et  pour  directrices  : 
1°  l'axe  Oz;  2°  la  droite  AB  définie  par  les  points  A  et  B  dont  les 
coordonnées  x,  y,  z  sont  respectivement  (R,  0,  R)  et  (a,  h,  c). 

I.  —  Former  les  équations  de  la  sphère  et  du  paraboloïde. 

II.  —  On  prend  un  point  M  sur  Oz,  et  les  plans  polaires  [S]  et  [II] 
de  ce  point  par  rapport  aux  surfaces  (S)  et  (F).  Trouver  le  lieu  de 
l'intersection  de  ces  deux  plans,  quand  M  décrit  Oj  :  déterminer 
la  partie  du  lieu  qui  est  sur  le  paraboloïde  (P). 

III.  —  En  supposant  AB  à  45»  sur  Oj,  et  tangente  à  la  sphère  (S) 
au  point  B,  dans  le  trièdrc  ^xijz,  calculer  les  coordonnées  a,  &,  c 
du  point  B  en  fonction  de  R  ;  déterminer  les  génératrices  du  para- 
boloïde (P)  qui  sont  tangentes  à  la  sphère  (S)  ;  calculer  le  nombre 
de  centièmes  de  la  cote  c  du  point  B,  quand  R  est  égal  à  1. 

iS.   L>.  —  Oii  lOiîscrvcra  les  n  ■!r.tio!-.s  indirpiées. 

Concours  de  iS99. 

I.  —  Indiquer  comment  sont  situées  par  rapport  au  système  Oxyz 
des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  les  droites  A  et  B  qui  ont 
pour  équations 

(A)  z  =  2,         2/-t-x  =  0; 

(B)  z=  —  2,     y—x  =  0. 

Chercher  le  lieu  des  centres  S  des  sphères  tangentes  à  la  fois  aux 
droites  A  et  B.  Ce  lieu  est  une  surface  (S)  :  la  reconnaître,  et 
donner  ses  génératrices  rectilignes. 

II.  —  Constater  sur  l'équation  de  (S)  que  G»,  Oy,  Oz  sont  des 
axes  de  symétrie  de  cette  surface,  et  montrer  que  ce  résultat  pou- 


404  QUESTIONS   DE  CONCOIJUS 

vait  être  prévu  par  la  seule  connaissance  des  données  du  problème. 

HT.  —  De  chaque  point  a;,  xj,  z  de  (S)  on  déduit  un  point  M,  en 

diminuant  l'ordonnée   y  de     =-^-:r  •    Écrire  l'équation  de  la 

surface    (M)    ainsi  déduite  de    (S),    et  trouver  les  droites  de   la 
surface. 

IV.  —  Étudier  la  forme  et  les  transformations  successives  des 
sections  de  la  surface  (M)  par  des  plans  perpendiculaires  à  Oz,  et, 
en  particulier,  les  sections  faites  par  les  plans  z  =  0  et  î=  1, 
cette  dernière  aussi  complètement  que  possible. 


Concours  de   iOOO. 


I.  —  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  d'une  surface  (E)  pour 
trouver  les  normales  à  la  section  issues  d'un  point  0,  on  peut 
employer  la  méthode  suivante  :  couper  (E)  par  une  sphère  (S),  et 
déterminer  le  rayon  r  de  la  sphère  de  façon  que  le  plan  (P)  soit 
tangent  au  cône  (C)  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour  directrice 
l'intersection  (E,  S).  La  génératrice  de  contact  OG  est  normale  à 
la  section  plane  au  point  G  oîi  elle  rencontre  la  directrice  (E,  S)  du 
cône  (G). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  —  ire  Application.  —  On  coupe  l'ellipsoïde  (E) 


-I-  — -  -    1=0 


par  le  plan  (P)  ux  -\-  vy  -\-  i9z  =  0.  Sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire on  porte  à  partir  du  centre  une  longueur  OM  dont  le  carré 
soit  moyenne  harmonique  entre  les  carrés  des  demi-axes  a  et  ^  de 

2  1  I 

la  section  :  ^=rv  =  -,-  +  7  ;  •  —  T.ieu  du  point  M,  quand  (P)  pivote 

autour  du  point  0. 

III.  —  2e  Application.  —  Même  problème  en  remplaçant  la  lan- 
gueur OM  par  la  longueur  ON  déduite  de  la  formule  7y^  = -q- 

—  Étudier  la  forme  du  lieu  du  point  N,  et  celles  des  sections 
parallèles  aux  trois  plans  des  coordonnées. 

N.  B.  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 
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Concours  de  J902. 

On  donne,  relativement  à  un  système  do  trois  axes  rectangulaires 
Oxys,  un  point  P,  de  coordonnées  a,  b,  c,  et  un  cercle  [C]  défini 
par  les  équations 

x'^  +  y^-  —  2IU  =  0,  z  =  0. 

1»  Former  l'équation  du  lieu  des  projections  orthogonales  du 
point  P  sur  les  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  le  cercle  [C]  et 
l'axe  Oz.  Reconnaître  que  ce  lieu  se  compose  d'une  sphère  et  d'une 
surface  du  quatrième  degré  [SJ. 

2°  Trouver  les  sections  de  la  surface  [SJ  par  les  plans  contenant 
0:,  et  le  lieu  des  centres  de  ces  sections. 

3°  Déterminer  les  limites  entre  lesquelles  sont  compris  les  plans 
parallèles  à  xOy  qui  coupent  la  surface  [S]  en  des  points  réels. 
Trouver  les  sections  de  cette  surface  par  le  plan  aOj/  et  par  le  plan, 
parallèle  à  ce  dernier,  qui  contient  le  point  P. 

r^.  B.  —  Il  sera  tenu  compte  aux  candidats  des  explications  géométriques 
qu'ils  pourront  fournir  des  résultats  trouvés  par  le  calcul. 

Concours  de  1905. 


Étantdonnéstrois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz, 
on  considère  deux  cônes  (S)  et  (T),  se 
coupant  à  angle  droit  suivant  0;  et  dont 
les  sommets  S  et  T  sont  situés  sur  la 
partie  positive  de  Oz,  de  façon  que 
^  OS  =  Y,      OT  =  y'  (y'  >  ï)  :    leurs  bases 

—^ ~       dans  le  plan  Oxy  sont  des  circonférences 

dont  les  centres  et  les  rayons  sont  A  et  a 
pour  (S)  et  B  et  &  pour  (T). 

Les  deux  cônes  ont  ainsi  en  commun, 
outre  l'axe  O2,  une  courbe  (T). 
1"  Foruicr  l'équation  de  la  cubique  (C),  projection  de  (r)  sur  le 
plan  xOy,  et  construire  cette  cubique. 

2"  Soit  PQ  une  corde  quelconque  de  (P),  obtenue,  par  exemple, 
en  la  considérant  comme  située  sur  une  génératrice  (G)  d'un  hyper- 
boloïde  passant  par  l'intersection  complète  des  cônes  (S)  et  (T); 
soit  pq  la  projection  de  PQ  sur  le  plan  xOy  ;  cette  projection  ren- 
contre la  cubique  (C),  outre  les  points  p  et  q,  en  un  troisième 
point  m. 
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On  demande  le  lieu  de  la  droite  TQ  dans  les  cas  suivants  : 

1°  Le  point  m  est  fixe.  —  2°  Les  droites  Op  et  0/  font  des  angles 

égaux  avec  Oie.  —  3"  La  corde  pq  est  vue  de  l'origine  suivant  un 

angle  droit. 
Généraliser. 

Concours  de   1911  (Extrait). 

On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Qx,  Oy,  Os. 

1°  Trouver  les  équations  de  la  parabole  (P)  qui  salifiait  aux 
conditions  suivantes  : 

Son  foyer  a  pour  coordonnées  x  =  l,  y  =  0,  3  =  0;  son  axe 
est  parallèle  à  Oy;  elle  passe  par  0;  enfin  elle  tourne  sa  concavité 
vers  les  y  positifs. 

2»  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  l'espace  coirespond,  en 
générai,  un  point  R  de  l'axe  Oz  et  un  seul,  autre  que  0,  tel  que  la 
droite  MR  rencontre  (P). 

Calculer  OR  en  fonction  des  coordonnées  de  M. 

3°  Parmi  les  droites  MR  ainsi  définies,  on  considère  celles  qui 
sont  parallèles  au  plan  z  =  Ix.  Trouver  et  étudier  leur  lieu 
géométrique. 

Concours  de   1912. 

i°  Trouver  l'équation  de  la  surface  réglée  S  qui  admet  les  trois 
directrices  : 
y  =  0, 

^^J^         prr=o,  {  z  =  o, 

z  =  x—~~;  I    y2_,_32_,_j^  =  0;  j    a;2  — î/«  — y  =  0. 

20  Montrer  que  S  est  coupée  par  la  surface  S'  qui  a  pour  équation 
a*  —  oî*  H- 1/  =  0 
suivant  la  même  courbe  C  que  la  surface  qui  a  pour  équation 

x^  +■  y^  —  3^  —  soc  —  y  =  0. 

Exprimer  en  fonction  du  paramètre     t  =^  —     les  coordonnées 

d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  C. 

3o  Trouver  toutes  les  quadriques  Q  ne  passant  pas  par  l'origine, 
ayant  leurs  axes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  et  tangentes  à 
la  courbe  G  en  quatre  points. 
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Concours  de  1913  (Extraits). 

Dans  le  plan  xOy  du  trièdre  des  coordonnées  Oxyx^  on  donne  le 
cercle  de  rayon  r,  tangent  à  Oy  au  point  0,  du  côté  de  Ox;  sur  la 
circonférence,  les  points  A  et  B  situés  à  la  distance  r  du  point  0. 

1.  —  Un  point  quelconque  P  de  la  circonférence  est  la  projection 
d'un  point  M  dont  la  cote  est    z  =z  PA  +  PB. 

!•  Calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  en  fonction  de 
l'angle  polaire    POas  =  w    du  point  P.  _ 

2°  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  r.  En  construire  les 
projections  sur  les  plans  «Oj,  j/Oar. 

N.  B.  —  Il  est  bien  entendu  que  le  trièdre  Kixyz  est  trirectangle. 

Concours  de  1917. 

Etant  donné  le  trièdre  trirectangle  Oxys  auquel  la  droite  D  est 
rapportée  par  les  équations  x  —  a  =  Q,  2  —  y  =  0,  on  abaisse 
de  chaque  point  M  de  cette  droite,  sur  Os,  la  perpendiculaire  MI 
dont  le  pied  est  I;  puis  on  considère  le  cercle  C,  de  centre  I  et  de 
rayon  IM,  dont  le  plan  passe  par  Oz. 

10  Trouver  l'équation  de  la  surface  2  engendrée  par  le  cercle  C. 

2o  Etudier  comment  varie  la  section  de  cette  surface  par  un  plan 
parallèle  à  Oxy  lorsque  ce  plan  se  déplace  en  conservant  la  même 
orientation. 

30  Déterminer,  sur  la  surface  s,  les  systèmes  de  cercles  autres 
que  celui  qui  a  servi  à  sa  définition  et  faire  voir  comment  on  peut, 
pour  chacun  de  ces  systèmes,  donner  une  construction  géométrique 
des  cercles  qui  le  composent. 

Concours  de  1919  (Extraits). 

i'«  Composition.  —  Etudier  l'intersection  G  de  la  sphère 
x^-\-y^  +  z^=l     et  du  cylindre    x^-hy'^  =  x. 

On  exprimera  les  coordonnées  d'un  point  M  de  G  en  fonction 
de  l'angle  f  que  fait  avec  Ox  la  projection  du  rayon  OM  sur  xOy. 
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On  construira  la  projection  de  la  courbe  C  sur  yOz  ;  on  déter- 
minera les  rayons  de  courbure  aux  points  où  elle  coupe  Oj. 

2»  Composition.  —  Relativement  à  des  axes  de  coordonnées 
1  ectangulaires,  unesurfece  S  a  pour  équation  x^  +  y^-\-'kz^  =  R* 
dans  laquelle  X  et  R  sont  des  constantes.  Une  droite  D  tourne 
itutour  d'un  point  P  {a,  b,  c)  dans  le  plan  ?  =  c.  On  considère 
1a  droite  D'  conjuguée  de  D  par  rapport  à  S  et  la  perpendiculaire 
commune  A  rencontrant  les  droites  D  et  D'  respectivement  en 
M  et  M'. 

1°  Trouver  les  lieux  géométriques  de  A,  de  M  et  de  M'. 

2»  Examiner  le  cas  particulier  où  S  est  une  sphère. 

Il  sera  tenu  compte  des  remarques  et  démonstrations  géométriques. 
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ÉCOLE  NORMALE 


Concours  de  1897. 

On  considère  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  H  et  H'  se  coupant 
suivant  deux  coniques  S  et  S  dont  aucune  ne  se  décompose  ;  ces 
deux  coniques  ont,  comme  on  sait,  deux  points  communs  A  et  B 
que  l'on  suppose  distincts.  Soit  \i.  un  point  quelconque  de  S  ;  par 
ce  point  passent  quatre  génératrices  rectilignes  (deux  sur  H  et  deux 
sur  H')  qui  rencontrent  S  aux  quatre  points  M,  N,  M',  N'. 

I.  —  Trouver  l'enveloppe  des  six  droites  qui  joignent  deux  \ 
deux  ces  quatre  points  ;  on  trouvera  quatre  coniques  que  Ton  dési- 
gnera par  c,c',  Cl,  C2,  les  coniques  c  et  c*  d'une  part,  Ci,  C2  d'autre 
part  jouant  un  rôle  analogue.  On  indiquera  dans  quels  cas  l'une  de 
ces  coniques  se  réduit  à  un  poinl. 

II.  —  Dans  celte  seconde  partie,  on  ne  regarde  plus  II  et  H' 
comme  donnés;  on  se  propose  au  contraire  de  remonter  à  la  figure 
primitive  en  partant  des  éléments  auxquels  on  a  abouti  et  que  l'on 
a  étudiés  dans  la  première  partie  : 

^  l"  On  donne  la  conique  S  ;  peut-on  choisir  arbitrairement  l'une 
des  quatre  coniques  c,  c',  Ci,  C2?  Les  trois  autres  sont-elles  alors 
déterminées? 

2»  On  donne  S  et  c  ou  Ci;  à  quelles  conditions  est  assujettie  2  ? 
Si  l'on  donne  en  outre  S,  à  quelles  conditions  sont  assujettis  H  et 
ir?  Il  y  a  lieu  ici  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  l'on  donne 
c  ou  Cl.  Dans  l'un  de  ces  deuxcas,lesdeuxhyperboloïdes  sont  varia- 
bles, mais  chacun  d'eux  est  déterminé  quand  on  fixe  l'autre  :  trou- 
ver alors  l'enveloppe  E  de  la  droite  D  qui  joint  les  pôles  d'un  plan 
Il  fixe  par  rapport  aux  deux  hyperboloïdes  (on  remarquera  d'abord 
que  la  droite  D  reste  dans  un  plan). 

3°  Écrire  l'équation  du  lieu  engendré  par  E  lorsque  le  plan  n 
tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

N.-B.  —  )^es  candidats  qui,  pour  traiter  la  première  partie,  seraient 
embarrassés  dans  le  choix  des  axes,  peuvent,  s'ils  le  veulent,  prendre  pour 
axe  des  x  la  droite  AB  ;  pour  axe  des  y  la  tangente  en  A  à  la  conique  S  ; 
pour  axe  des  z  la  tangente  en  A  à  la  conique  2  ;  mais  ce  choix  d'axes^ 
n'est  nullement  obligatoire. 
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Concours  de  i  > 


Les  axes  oxyz  étant  rectangulaires,  on  considère  la  surface  T,  du 
troisième  degré, 

(a;2  +  y^){x  4-  a)  +  z\x  —  «)  =  0 
OÙ  a  est  une  constante  donnée  : 

1°  Il  existe  une  infinité  de  sphères  S  dont  chacune  a  son  centre 
dans  le  plan  xotj  et  est  orthogonale  à  la  surface  T  en  tous  les  points 
de  son  intersection  (i)  avec  cette  surface.  Lieu  des  centres  des 
sphères  S  ; 

2°  Soit  C  l'intersection  de  la  surface  T  et  de  l'une  quelconque  des 
sphères  S  ;  montrer  que  G  se  projette  sur  le  plan  xoy  suivant  une 
conique,  et  déterminer  la  portion  de  celte  conique  qui  correspond 
à  des  points  réels  de  C; 

3°  Construire  la  projection  de  la  courbe  C  sur  le  plan  zox  ; 

4»  Il  existe  une  infinité  de  sphères  2  dont  chacune  est  tangente 
à  la  surface  T  tout  le  long  de  son  intersection  avec  cette  surface. 
Lieu  des  centres  des  sphères  S  (on  pourra  employer  cette  remar- 
que que  par  l'intersection  de  la  surface  T  et  d'une  sphère  quelcon- 
que passent  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré)  ; 

50  Soit  r  la  ligne  de  contact  de  T  avec  l'une  quelconque  des 
sphères  S  :  montrer  que  cette  ligne  est  un  cercle  ;  lieu  des  centres 
de  ces  cercles  ; 

6°  Montrer  que  toute  sphère  qui  passe  par  un  des  cercles  s 
coupe  T  suivant  un  autre  cercle  qui  fait  aussi  partie  des  cercles  S. 

Concours  de  1899. 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  on  considère  les  sur- 
faces S  ayant  pour  équation  générale 

^  '     a-^la'      b-\-hb'      c  +  le'        a  H-  Xa'       6  -f-  Xô'       c  -f-  Xc'  ' 
a,  h,  c,  a',  b',  c',  m,  n,  p  sont  des  constantes  données  et  X  un  para- 
mètre variable. 

I.  — 10  Soit  P  le  plan  polaire  d'un  point  A  (a^o,  2/0,  *o)  par  rapport 
à  une  surface  S.  Lorsque  X  varie,  A  restant  fixe,  le  plan  P  passe 
par  un  point  fixe  B  et  enveloppe  un  cône  du  second  degré  C.  Ce 
cône  peut-il  se  décomposer?  Soit  G'  le  cône  parallèle  à  G  et  de 

(•)  Dans  toute  la  question,  par  intersection  de  la  surface  T  avec  une 
sphère,  on  entend  l'intersection  à  distance  finie. 
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sommet  0.  Que  peut-on  dire  de  common  aux  cônes  C  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  A  de  l'espace? 

20  On  suppose  que  le  point  A  décrive  un  plan  "  ;  le  point  B 
décrit  une  surface  qui  est,  en  général,  du  troisième  degré  ;  ce  degré 
peut-il  s'abaisser  pour  des  positions  particulières  du  plan  n  ? 

On  suppose  que  le  point  A  décrive  une  quadrique  Q;  le  point  B 
décrit  une  surface,  en  général  du  sixième  degré  ;  dans  quel  cas 
cette  surface  est-elle  une  quadrique  Q"?  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  si 
Q  est  un  cône,  il  en  est  de  même  de  Q',  et  réciproquement. 

3"  On  s'astreint  à  ne  considérer  que  des  quadriques  Q,  Q'  ne 
se  décomposant  pas,  et  dont  la  seconde  est  décrite  par  le  point  B 
quand  le  point  A  décrit  la  première  ;  soient  u)  le  centre  de  Q,  w' 
le  centre  de  Q'.  Lorsqu'on  donne  w,  le  point  to'  peut-il  occuper 
une  position  quelconque  dans  l'espace,  ou  est-il  assujetti  à  rester 
sur  une  courbe,  ou  sur  une  surface  ? 

11..  —  10  On  pose  a  =  a^  6  =  ^^^  c  =  y",  a'  =  i,  b'  =  i, 
c'  =  0,  m  =  0,  n  =  0,  p  =  Y>  ^^  sorte  que  l'équation  des  sur- 
faces S  devient 

/y.2  ,,2  ,2 

(V)  _^ , y L._l_    —    4. 

^"^  a-^  H_  X  +  .^2  +  X  ^    f    -  *  ' 

les  résultats  des  paragraphes  précédents  sont-ils  modifiés  ? 

2o  Montrer  que  par  un  point  A  passent  deux  surfaces  s  réelles, 
et  déterminer  leur  nature  suivant  la  position  de  A. 

3°  Étant  donné  un  plan  M,  il  existe  une  seule  surface  I  tangente 
au  plan  M;  soit  I  le  point  de  contact:  par  le  point  I  passent  deux 
surfaces  S,  dont  l'une  est  tangente  au  plan  M,  et  la  seconde  à 
un  autre  plan  N.  Ce  plan  est  ainsi  déterminé  lorsqu'on  donne  le 
plan  M. 

On  suppose  que  le  plan  M  soit  assujetti  à  passer  par  un  point 
fixe  P  ;  le  plan  N  dépend  alors  de  deux  paramètres.  Lieu  du  polo 
du  plan  N  par  rapport  à  la  sphère  dont  l'équation  est 

x^  +  y^-\-  z^—i  =  0. 
{On   ne  demande  pas  de  discuter  ce  lieu,   mais  d'indiquer  tout 
au  moins  d'une  manière  précise  les  opérations  à  faire  pour  avoir 
son  équation).  Quelle  position  doit  occuper  le  point  P  pour  que 
ce  lieu  se  réduise  à  un  plan  ? 

Concours  de   i901. 

On  considère  l'hyperboloïde  (H)  représenté  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

x^         v'^  z^ 

a^  b^  c^ 
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et  les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  définis  par  les  équa- 
tions 

(I)  ■"     "       ^      ''       (.1)    " 

\    a         0         u\  c  j  \    a         0  v  \  c  j 

A  chaque  système  de  valeurs  attribuées  aux  paramètres  m  et  t; 
correspond  un  point  de  l'hyperboloïde  (H),  intersection  des  généra- 
trices (I)  et  (II);  réciproquement,  à  chaque  point  de  l'hyperboloïde 
correspond  un  système  de  valeurs  pour  u  et  t?. 

Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres  w  et  i? 
pour  que  le  point  de  l'hyperboloïde  qui  correspond  au  système  de 
valeurs  (w,  v)  appartienne  à  l'un  des  conoïdes  (C)  représentés  par 
l'équation 

'inbcoty 

~  (1  -h  mjb'^X'  -I-  (1  —  m)a^y^  ' 
OÙ  m  désigne  un  paramètre  variable.  De  quoi  se  compose  l'inter- 
section complète  de  l'un  de  ces  conoïdes  et  de  l'hyperboloïde 
quand    m^  —  l    est  différent  de  zéro  et  quand     m*  —  1     est  nul  ? 

Déterminer  les  points  où  la  courbe  (Q),  commune  à  (H)  et  à  l'un 
des  conoïdes,  coupe  les  génératrices  du  système  (II);  exprimer  les 
coordonnées  des  points  de  cette  courbe  en  fonction  du  paramètre  u. 

En  combien  de  points  la  courbe  (Q)  rencontre-t-elle  chaque 
génératrice  du  système  (I)?  Déterminer  le  lieu  décrit  par  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  situés  sur  une  de  ces  généra- 
trices, lorsque  celle-ci  se  déplace  sur  l'hyperboloïde. 

Démontrer  qu'il  existe  un  conoïde  (C)  pour  lequel  le  plan  tangent 
à  l'hyperboloïde  en  chaque  point  de  la  courbe  (Q)  est  perpendicu- 
laire au  plan  déterminé  par  la  génératrice  du  système  (II)  qui  passe 
en  ce  point  et  par  la  génératrice  parallèle  de  (II). 

Distinguer,  suivant  la  valeur  du  paramètre  m,  ceux  des 
conoïdes  (C)  pour  lesquels  les  points  d'intersection  d'une  généra- 
trice du  système  (I)  et  de  la  courbe  (Q)  sont  tous  réels,  ceux  pour 
lesquels  un  seul  point  d'intersection  est  toujours  réel,  ceux  enfin 
pour  lesquels  le  nombre  des  points  réels  varie  avec  la  génératrice. 

Concours  de  i  903. 

On  considère  les  deux  surfaces  du  second  degré  (P),  (Q),  définies 
en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 
(P)  j/2  _  sa,  _  tt2  _  0, 

(Q)  2y^  —  a;2  —  zx  —  a//  =  0, 
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OÙ  a  désigne  une  constante.  Soit  (C)  la  courbe  d'intersection  tte 
CCS  deux  surfaces. 

1°  Former  les  équations  des  projections  orthogonales  de  cette 
courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan  des  zx.  Construire 
ces  courbes. 

2°  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (C)  sur  le  plan 
des  zx,  on  déterminera  l'aire  comprise  entre  l'axe  dés  x,  la  bran- 
che supérieure  de  la  courbe  et  les  droites  qui,  dans  ce  plan,  ont 
pour  équations 

ic  =:  a,  X  —  «y/ J, 

3°  Soit  M  un  point  de  (G);  par  ce  point  passent  deux  génératrices 
rectiligncs  de  la  surface  (P),  qui  rencontrent  la  courbe  (C)  en  deux 
points  Ml,  M'i  autres  que  M.  Quel  est  le  lieu  (R)  de  la  droite  MiMi 
quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C)?  De  quoi  se  composent  les 
intersections  de  la  surface  (R)  avec  chacune  des  surfaces  (P),  (Q)? 

40  Par  le  point  Mi,  précédemment  défini,  passe  une  génératrice 
de  (P).  autre  que  la  droite  MiM  ;  soit  Ma  le  point  d'intersection, 
autre  que  Mi,  de  cette  génératrice  et  de  la  courbe  (C);  par  le  point 
M2  passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  M2M1;  soit  M3 
le  point  d'intersection,  autre  que  iM2,  de  cette  généralrice  et  de  la 
courbe  (G);  on  continue  de  la  même  façon. . .  Démontrer  que  la 
ligne  polygonale  MM1M2. . .  se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de  la 
ligne  polygonale  obtenue  par  la  même  construction  en  remplaçant 
simplement  le  point  Mi  par  le  point  l\\. 

Concours  de  1 905. 

On  considère  les  trois  surfaces  du  second  degré  définies  par  les 
équations 

y  —  x'-,         z  —  xy,         zx  —  y-, 

l"  Soit  M  le  point  d'intersection  des  plans  polaires  d'un  point 
Mo  par  rapport  à  ces  trois  surfaces  ;  on  demande  d'exprimer  les 
coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  au  moyen  des  coordonnées  xo,  yo,  *o 
du  point  Mq  et,  inversement,  xo,  yo,  ^0  au  moyen  de  x,  y,  z. 

20  Vérifier,  sur  les  formules,  que  le  point  M  n'est  pas  déterminé 
quand  le  point  Mo  se  trouve  sur  la  courbe  (C)  définie  par  les 
équations 

y  =:  X-,  z  =z  x^. 

OÙ  se  trouve  alors  le  point  M  ? 

3»  Pour  que  le  point  M©  soit  dans  le  plan  des  xy,  il  faut  que  le 
point  M  soit  sur  une  surface  (S)  du  troisième  degré.  Vérifier  que 
cette  surface  contient  la  courbe  (C)  et  qu'elle  est  réglée.  Quel  est  le 
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lieu  du  point  Mo  quand  le  point  M  décrit  une  génératrice  recliligne 
de  la  surface  ? 

4°  Quel  est,  sur  la  surface  (S),  le  lieu  des  points  M  tels  que  le 
point  Mo  soit  rejeté  à  l'infini  dans  le  plan  des  a:?/? 

5»  Le  point  M  est  supposé  se  mouvoir  sur  la  surface  (S),  de  telle 
façon  qu'il  soit,  à  chaque  instant  t,  sur  la  génératrice  définie  par 
les  équations 

et  que  son  accélération  soit  située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la 
surface.  Montrer  que  la  coordonnée  z  vérifie  l'équation 

2«3  =  0. 


dt  z 

Intégrer  cette  équation  et  exprimer  les  trois  coordonnées  en  fonc- 
tion du  temps.  Vérifier  que  la  courbe  (C)  est  l'une  des  trajectoires 


Concours  de  1906, 

On  considère,  dans  l'espace,  les  droites  (D)  dont  les  équations  sont 
ux  -{-  vy  -\-  z  -\-  {  =  Q,  œ  4-  !/  4-  M^  + 1)  =  0  ; 

on  regarde  les  paramètres  u,  v  comme  les  coordonnées  d'un  point 
A  dans  un  plan  (P)  ;  à  chaque  point  A  de  ce  plan  correspond,  en 
général,  une  droite  (D)  et  une  seule  ;  par  un  point  M  de  l'espace, 
il  passe,  en  général,  une  droite  (D)  et  une  seule. 

Où  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  passe  par  ce  point  une  infinité 
de  droites  (D)  ?  Soit  Mo  un  tel  point  ;  quel  est  le  lieu,  dans  le  plan 
P,  des  points  A  auxquels  correspondent  les  droites  (D),  en  nombre 
infini,  qui  passent  par  le  point  Mq  ?  Quand,  inversement,  le  point  A 
décrit  ce  lieu,  quelle  est  la  surface  décrite  par  la  droite  (D)  qui 
correspond  au  point  A  ? 

Lorsque,  dans  le  plan  (P),  le  point  A  décrit  la  parabole  dont 
l'équation  est  v  =  aw^,  la  droite  correspondante  (D)  décrit  une 
surface  (S)  qui  est,  en  général,  du  quatrième  degré  ;  la  précédente 
étude  permet  de  mettre  en  évidence  des  valeurs  du  paramètre  a 
pour  lesquelles  cette  surface  contient  un  plan. 

Construire,  en  supposant  o  =  1,  la  courbe  du  troisième  degré, 
intersection  de  la  surface  (S)  et  du  plan  des  xy. 

Évaluer  Taire  limitée  par  cette  courbe  et  la  droite  dont  l'équation 
est    y  =  3,5. 
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Concours  de  i 907. 

i.  Oa;,  Oy,  Os  étant  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
montrer  que  l'équation 

2/232  4.  2kxyz  +  k^x^  —  2ah^y  =  0, 
OÙ  rt  et  A  désignent  deux  longueurs  données,  définit  une  surface 
réglée  (S).  Trouver  les  traces  et  les  contours  apparents  de  cette  sur- 
face sur  les  plans  de  coordonnées.  Indiquer  une  construction  géo- 
métrique des  génératrices  recti'.ignes  de  la  surface. 

2.  A  quelle  condition  les  coefficients  de  l'équation 

Aa?  -h  By  4-  Cz  -I-  D  =  0 
doivent-ils  satisfaire,  pour  que  le  plan  représenté  par  cette  équation 
contienne  une  génératrice  de  la  surface  ?  Quelles  sont,  en  supposant 
cette  condition  vérifiée,  les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan 
et  de  la  surface  ? 

3.  L'intersection  de  la  surface  (S)  et  du  cylindredont  l'équation  est 

a;2  +  y2  _  2ay  =  0 
se  compose  de  l'axe  Oc;  et  d'une  courbe  gauche  (C)  ;  exprimer  en 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  (G).  Une  génératrice  du  cylindre  rencontre  la  courbe 
(C)  en  deux  points  :  lieu  du  milieu  de  ces  deux  points. 

4.  La  section  de  (2)  par  un  plan  parallèle  à  xOy  est  une  para- 
bole (P)  ;  exprimer,  en  fonction  de  la  cote  de  son  plan,  le  paramètre 
de  cette  parabole  ;  trouver  le  lieu  de  son  foyer  et  celui  de  son  som- 
met ;  construire  les  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans  de 
coordonnées. 

5.  La  parabole  (P)  seprojetLesur  xOy,  suivantune  parabole  (Q); 
chercher  les  enveloppes  de  l'axe  et  de  la  directrice  de  (Q). 

Indiquer,  dans  le  plan  xOy,  une  définition  géométrique  des  para, 
boles  (Q). 

6.  Il  existe,  sur  chacune  des  paraboles  (Q),  un  point  M  tel  que 
le  cercle  osculateur  en  M  passe  par  0  :  trouver  le  lieu  du  point  M. 

Concours  de  1908 

pr  Problème.  —  1"  On  considère  trois  axes  rectangulaires  oxys  et, 
dans  le  plan  oscy,  deux  hyperboles  (H)  et  (H')  et  une  droite  (D) 
définies  respectivement  par  les  équations 

(       i=rO,  i       Z=:0,  (       Z  =  0, 

(H)  (H')  (D) 

z^-u'-  =  m^,  2xy=nK  2ccz=p. 
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Soient  M  cl  M'  deux  points  du  plan  oxy  satisfaisant  aux  trois 
condilions  suivantes  :  ils  sont  conjugués  par  rapport  à  (H)  et  à  (H')  ; 
le  milieu  de  la  droite  qui  les  joint  est  situé  sur  (D). 

Montrer  que  M  décrit  une  courbe  (G)  et  M'  une  courbe  (C)  qui 
coïncide  avec  (C). 

20  On  désigne  par  oi^it/iJi  un  tricdre  coïncidant  avec  le  trièdre 
oxy3  ;  on  suppose  que  ce  trièdre  peut  se  déplacer  en  entraînant 
avec  lui  la  courbe  (C)  ;  on  désigne  par  (Ci)  et  par  Mi  les  positions 
que  prennent  dans  ce  déplacement  la  courbe  (C)  et  le  point  M'  ; 
le  trièdre  oxys  reste  fixe  ainsi  que  la  courbe    (G). 

On  supposera  dorénavant  que  le  trièdre  mobile  Oiajjt/iîi  est  tou- 
jours dans  une  position  telle  que  l'angle  des  deux  directions 
oz,  0l2^  soit  égal  à  deux  droits  ;  dès  lors,  la  position  de  ce  trièdre 
est  définie  par  les  coordonnées  a,  b,  c  du  sommet  Oi,  par  rapport 
aux  axes  oxyz,  et  l'angle  o   des  directions  ox,  o^Xi. 

3"  On  demande  d'écrire  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
a,  h,  c,  (f  pour  que  le  trièdre  oixiyiZi  soit  symétrique  du  trièdre 
oxyz  par  rapport  à  une  droite  du  plan  oxy,  étant  entendu  que 
oixi,  oii/i,  OiSi  doivent  être  respectivement  les  symétriques  de 
ox,  oy,  oz.  Une  pareille  position  du  trièdre  'oiiCiJ/iJi  est  définie  si 
l'on  se  donne  les  valeurs  ùq,  bo  des  coordonnées  a,  b  :on  demande 
alors  d'exprimer  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  Mi,  par  rapport 
aux  axes  oxys,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M  et  de 
ao,  fû- 

4o  On  suppose  que  le  trièdre  ©kti^iJi  se  déplace  en  partml  de  la 
position  qu'on  vient  de  définir;  montrer  que  l'on  peut  foire  varier 
a,  b,  c,  cp  de  telle  manière  que,  dans  ce  déplacement,  la  dislance 
MMi  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (G)  au  point  correspon- 
dant Ml  de  la  courbe  ^Ci)  reste  invariable. 

2*  Problème.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires  et  la  sur- 
face ayant  pour  équation 

_  y^  -+-  ort/-  +-  Xx^ 
"  ~  y  -\-  X  ' 

X  étant  une  constante. 

Etudier  la  variation  de  la  courbure  à  l'origine  des  sections  de 
cette  surface  par   les  plans    y  =  mx    lorsque  le  paramètre    m 
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On   examinera   particulièrement   les  cas  suivants  :     1°  X  =  -  ; 

Concours  de  1911 

On  considère  trois  axes  rectangulaires  Qkcyz  et  la  surface  de 
révolution,  appelée  tore,  dont  réqua'ion  est 

(a;2  H-  y2  +  -l  4.  l^  COS'  6)^  =   4/2(x2  +  y2). 

l  étant  un  nombre  positif  et  6  un  angle  aigu. 

i°  On  coupe  le  tore  par  le  plan  j:  =  a;  tg  8,  Former  l'équation 
de  la  section  dans  son  plan  et  vérifier  que  cette  section  se  compose 
de  deux  circonférences  c  et  y,  ayant  leurs  centres  sur  Oy.  Les  pro- 
jections de  ces  circonférences  sur  le  plan  xOy  admettent  le  point 
G  pour  foyer. 

On  déduit  facilement  de  là  qu'il  existe  sur  le  tore,  à  part  les 
parallèles  et  les  méridiens,  deux  systèmes  de  circonférences  :  les 
circonférences  G  et  les  circonférences  T.  Montrer  que  deux  circon- 
férences d'un  même  système  (G  ou  Y)  ne  se  coupent  jamais,  que 
deux  circonférences  de  systèmes  difTérenls  (G  et  r)  ont  toujours 
deux  points  communs. 

2"  Trouver  les  courbes  K  qui  coupent  tous  les  parallèles  du  tore 
sous  un  angle  donné  V.  Construire  la  projection  de  ces  courbes 
sur  le  plan  aOy,  d'abord  pour  V  =  0,  puis  pour  tg  V  =  2  tg  6. 
Gomment  peut-on  déduire  la  seconde  courbe  de  la  piemièreet,  d'une 
manière  plus  générale,  comment  peut-on  construire  point  par 
point  les  courbes  K  ?  i 

3"  Former  l'équation  générale  des  sphères  s  passant  par  l'une 
des  circonférences  G,  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères  et 
montrer  que  chacune  d'elles  contient  une  circonférence  F. 

Montrer  que  toutes  les  sphères  s  passant  par  un  point  a  passent 
aussi  par  un  point  associé  a'. 

4°  On  donne  deux  points  a  et  &  non  situés  sur  le  tore;  b  est  dif- 
férent de  a  et  de  son  associé  a'.  Soit  Co  l'une  des  circonférences  C. 
Par  Co  et  a  passe  une  sphère  Ao  qui  coupe  le  tore  suivant  une  autre 
circonférence  \\.  Par  Fo  et  b  passe  une  sphère  Bo  qui  coupe  le  toce 
suivant  une  circonférence  Gi.  Par  Ci  et  a  passe  une  sphère  Ai  q,ui 
coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  Fi.  Par  Fi  et  b  pa^^e  une 

27 


418  QUESTIONS    DE    CONCOURS 

sphère  B]  qui  coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  C2,  et  ainsi 
de  suite. 

On  étudiera  dans  deux  cas  particuliers  à  quelle  condition  la 
suite  des  circonférences  Co,  Ci,  C2...  est  périodique. 

Supposant  d'abord  a  et  &  sur  Oz,  on  montrera  que  les  centres 
des  sphères  Af  et  Bj  sont  alors  dans  deux  plans  dont  on  se  donnera 
les  équations  sous  la  forme  __ 

2  =  ;  cos  e  tg  7,  s  =z  l  cos  6  tg  p. 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  p  pour  que  Co,  Ci  .. ., 
C„_i  étant  ditïercntes,  C,  soit  identique  à  Co?  —  Calculer  algébri- 
quement le  rapport    ti  =  -J^      dans  le  cas  où    n  =  10. 

En  second  lieu,  on  prendra  les  valeurs  suivantes  pour  les  co'ir- 
données  de  a  et  de  b  : 

a  (x  =  /  cos  0  cos  A,     y  =  l  cos  6  sin  A,    z  =  0)  ; 

b  (x  =  ^  cos  6  cos  B,     2/  =  ;  cos  G  sin  R,     z  =  0)  . 

Montrer  que  si  Co  est  identique  à   C„  pour  un  chaix  particulier 

de  Co,  il  en  est  de  même  quelle  que  soil  Co,  et  trouver  la  relation  de 

position  entre  a  et  &  pour  laquelle  cette  circonstance  se  produit. 

Concours  de  19i.2. 

On  considère  trois  axes  Ox,  Oij,  Oz,  les  axes  Ox  et  0?/  étant 
rectangulaires. 

On  donne  trois  circonférences  réelles  (Ci),  (C2),  (C3)  rencontrant 
l'axe  Oô  et  situées  dans  des  plans  distincls,  parallèles  au  plan  xOij  ; 
on  désigne  par  Oi,  O2,  O3  les  centres  de  ces  circonférences  et  par 
(5(1,  '/i,  '-i),  (ï2,  ?2,  Y2).  (=<3,  ^3,  Y3)  leurs  coordonnées. 

1°  Former  l'équation  des  quadriques  passant  par  deux  des 
courbes  (C,),  (C2),  ((',). 

Toute  conique  rencontrant  chacune  des  courbes  (Ci),  (C2)  en  deux 
points  à  distance  finie  est  située  avec  (Ci)  et  (C2)  sur  une  même 
quailfique. 

A  qu'oUcs  conditions  doivent  satisfaire  les  données  pour  que 
(Cl),  (C2),  (C3)  soient  situées  sur  une  même  quadrique? 

On  supposera  dans  la  suite  que  ces  conditions  ne  sont  pas  vérifiées. 

20  Déterminer  les  plans  P  coupant  chacune  des  trois  courbes 
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(Cl),  (Ci),  (C3)  en  deux  points  à  distance  finie,  les  six  points  obtenus 
étant  situés  sur  une  môme  conique,  soit  (S). 

Montrer  que  les  plans  P  sont  parallèles  ù  une  direction  fixe. 

Lorsqu'on  assujettit  les  plans  P  à  passer  par  un  point  donné  R, 
la  conique  (:£)  engendre  une  surface  cubique  (S). 

Pour  quels  points  R  la  surface  (S)  est-elle  décomposée,  c'est-à-dire 
formée  d'un  plan  et  d'une  quadrique? 

Comment  se  coupent  deux  surfaces  (S)? 

30  Toute  surface  cubique  passant  par  (Ci),  {£2),  (C3)  peut-elle 
être  obtenue  d'après  la  génération  précédente? 

On  formera  l'équation  de  la  surface  et  on  cherchera  à  l'écrire  à 
l'aide  de  surfaces  cubiques  décomposées  vérifiant  les  conditions 
imposées. 

4»  On  choisit  lescirconférences  (Ci)  et  (C2)  de  rayon  nul  (d  et  0^ 
étant  alors  sur  O5),  les  plans  de  ces  circonférences  étant  symé- 
triques par' rapport  au  plan  xOy,  et  le  centre  de  la  circonférence 
(C3)  dans  le  plan  xO:r. 

On  désigne  par  (Si)  la  surface  (S)  correspondant  à  ces  données 
et  passant  par  les  axes  O3  et  0^. 

Les  sections  de  la  surface  (Si)  par  les  plans  parallèles  à  xOy  et 
par  les  plans  passant  par  0^  comprennent  des  circonférences  (G) 
et  des  hyperboles  (H). 

Indiquer  la  forme  de  la  surface  (Si)  en  traçant  ces  sections. 

5"  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  (Si)  à  l'aide  de  deux  paramètres  fixant  la  position  des  plans 
des  courbes  (C)  et  (H)  passant  par  ce  point. 

Les  tangentes  aux  courbes  de  l'une  des  familles  (C)  ou  (H)  aux 
points  de  rencontre  avec  une  courbe  arbitrairement  choisie  dans 
l'autre  famille  engendrent  une  surface  réglée.  De  quelle  nature  sont 
les  surfaces  réglées  ainsi  obtenues  ? 

Comment  sont  constitués  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  (Si) 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  Os?  les  cylindres  circonscrits 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  xOyl 

Concours  de   i  0  1 3. 

Etant  donnés  trois  axesdccoordonnéesrcctangulaires  Ox,  Oy,  Oj, 
on  considère  la  surface  (S)  définie  par  l'équation 
3  =:  a:î/  -I-  x^ 
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et  la  droite  (D)  définie  par  les  équations 
y  =^b,     z  =  c, 
où  &  et  c  sont  deux  constantes  données,  la  seconde  n'étant  pas 
nulle.  Dans  tout  ce  qui  suit,  celte  droite  (D)  restera  fixe. 

1»  Montrer  que  la  surface  (S)  est  réglée  et  trouver  ses  génératrices. 

2°  A  chaque  génératrice  rectiligne  (G)  de  la  surface  (S)  on  fait 
correspondre  le  plan  (P)  mené  par  la  droite  (D)  et  parallèle  à  la 
symétrique  de  (G)  par  rapport  au  plan  xOy.  Déterminer  le  lieu  du 
point  d'intersection  de  (G)  et  de  (P),  quand  la  droite  (G)  décrit  la 
surface  (S). 

Montrcrquece  lieu  est  une  courbe  (C)  située  sur  une  quadrique  (Q) 
et  déterminer  cette  quadrique. 

30  Former  l'équation  du  quatrième  degré  donnant  les  abscisses 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  (G)  avec  un  plan  donné  par 
son  équation 

XIX  -\-  vy  -\-  wz  -{-  s  =.  0. 

Calculer  les  fonctions  symétriques  élémentaires  des  racines  en 
fonction  de  u,  v,  10,  s.  En  déduire  la  relation  à  laquelle  doivent 
satisfaire  les  abscisses  oci,  X2,  x^,  0-4,  de  quatre  points  de  la 
courbe  (C)  pour  que  ces  quatre  points  soient  dans  un  même  plan. 

Cette  relation  sera  utile  dans  la  plupart  des  questions  qui  vont 
suivre. 

40  Déduire  de  la  relation  précédente  les  relations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  abscisses  xi,  x^,  x^,  de  trois  points  de  la 
courbe  (C)  pour  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines 
sont  les  abscisses  de  trois  points  en  ligne  droite  de  la  courbe  (C). 
Montrer  que  les  droites  qui  coupent  (C)  en  trois  points  engendrent 
l'une  des  familles  de  génératrices  rectilignes  de  la  quadrique  (Q). 

50  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
plans  osculateurs  à  la  courbe  (C)  en  trois  points  donnés  se  coupent 
sur  la  courbe  (G)  est  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

60  Par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (C)  il  passe  deux 
plans  jouissant  de  la  propriété  d'être  tangents  à  la  courbe  (C)  au 
point  M  et  en  un  autre  point  (c'est-à-dire  d'être  bitangents  à  la 
courbe).  Soient  M'  et  M'  les  seconds  points  de  contact  de  ces  deux 
plans.  Montrer  qu'il  existe  un  plan  bitangent  à  la  courbe  (C)  en 
M'  et  M". 
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A  quelles  relations  doivent  satisfaire  les  abscisses  de  trois  points 
M,  M',  M"  de  la  courbe  (C)  pour  que  deux  quelconques  d'entre  eux 
soient  les  points  de  contact  d'un  plan  bitangenl  à  la  courbe  (C)? 

7"  Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines 
sont  les  abscisses  de  trois  points  M,  M',  M",  de  la  courbe  (C)  satis- 
faisant aux  conditions  précédentes.  Exprimer  les  coefficients  de 
cette  équation  au  moyen  de  l'abscisse  $  du  quatrième  point 
d'intersection  ix  de  la  courbe  (C)  avec  le  plan  (n)  déterminé  par 
les  points  M,  M',  M". 

Calculer,  en  fonction  de  l,  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  (II) 
et  les  coordonnées  du  point  de  concours  A  des  tangentes  à  la 
courbe  (C)  aux  points  M,  M',  M".  Ce  point  A  sera  dit  le  point 
associé  au  point  (x  de  la  courbe  (C). 

8»  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  quadriques,  ne  dépendant 
que  de  b  et  de  c,  par  rapport  auxquelles  le  point  A  est  le  pôle  du 
plan  (n)  ;  déterminer  ces  quadriques  et  montrer  que  l'une  d'elles 
est  la  quadrique  (Q)  déjà  considérée. 

Déterminer  le  lieu  (F)  du  point  A,  ainsi  que  l'enveloppe  du 
plan  (n),  quand  le  point  jx  décrit  la  courbe  (G). 

9°  A  trois  points  quelconques  en  lignes  droite  jjlj,  iii,  fjis,  pris 
sur  la  courbe  (C),  sont  associés  les  trois  sommets  Ai,  A?.,  As  d'un 
triangle  inscrit  dans  la  courbe  (F).  Déterminer,  en  supposant 
b  =  0,  l'enveloppe  des  côtés  de  ce  triangle  quand  la  droite 
l^i  Pi  [J-s  varie.  Montrer  que,  dans  la  même  hypothèse  6  =  0,  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  Ai  Aj  A3  passe  par  deux  points  fixes. 

Concours  de  1917, 

On  considère  la  courbe  (C)  dciinie  en  coordonnées  rectangulaires 
par  les  équations 

a?  =  a  cos  2(,  y  =  a  sin  2t,  «  =  ?a  cos  t 

où  a  désigne  une  longueur  donnée  et  t  un  paramètre  variable. 

1'  Former  l'équation  générale  de>  surfaces  de  second  ordre  (S) 
qui  contiennent  la  courbe  (G).  Partagei-  l'espace  en  régions  telles 
que  les  surfaces  (S;  qui  passent  par  les  diiïéronts  points  d'une 
même  région  soient  toutes  de  même  genre  (ellipsoïdes,  hyperbo- 
loïdes  à  une  nappe,  hyperboloïdes  à  deux  nappe»,  otc).  A  quoi  se 
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réduisent  ces  régions  si  l'on  se  limite  soit  au  plan  xO;/,  soit  au 
plan  xOz  ? 

2"  La  droite  (sécante  double)  joignant  deux  points  Pi,  P2  de  la 
courbe  (G)  coupe  le  plan  xOy  en  un  point  M  ;  il  passe  par  ce  point 
M  une  autre  sécante  double  PsPi-  Montrer  qu'il  existe  dans  le 
plan  ocO;/  un  point  M'  différent  de  M  par  lequel  il  passe  deux  sé- 
cantes doubles  ayant  avec  la  courbe  (G)  les  quatre  mêmes  points 
d'intersection  Pi,  P2,  P3,  P*-  Trouver' les  formules  permettant  de 
passer  des  coordonnées  [x,  y)  du  point  M  aux  coordonnées  {x',  y') 
du  point  M'. 

Ces  formules  font  correspondre  à  un  point  quelconque  M  du 
plan  xOy  un  autre  point  M'  bien  déterminé.  Construire  géométri- 
quement : 

a)  Le  point  W,  connnissant  le  point  M; 

b)  Les  points  M  et  M',  connaissant  la  droite  indéfinie  MM'. 
Montrer  que  si  les  points  M  et  M'  sont  définis,  comme  il  est  dit 

plus  haut,  en  partant  de  deux  points  réels  Pi,  P2  de  la  courbe  (C), 
les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans  la  région  des  surfaces  (S) 
réglées. 

Réciproquem?nt  si  les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans 
la  région  des  surfaces  (S)  réglées,  il  existe  sur  la  courbe  (C)  deux 
points  réels  Pi,  P2  tels  que  M  soit  la  trace  de  la  sécante  double 
Pi,  P2  sur  le  plan  a.Oy.  Délimiter  la  partie  du  plan  xOy  dans 
laquelle  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 

30  Résoudre  les  qiii  stions  du  numéro  2o  précédent  en  rempla- 
çant le  plan  xOy  par  le  plan  xOi.  Etudier  en  ou'.re  comment  doit 
être  choisie  la  droite  indéfinie  MM'  du  plan  xOs  : 

a)  Pour  que  les  points  M  et  M'  soient  réels  ; 

b)  Pour  que  les  points  Pi,  P2,  Tz,  P4  soient  réels. 

40  Former  l'équation  qui  donne  les  valeurs  de  t  correspondant 
aux  pieds  des  normales  à  la  courbe  (C)  menées  par  un  point  donné 
M  de  l'espace.  Ljeu  du  point  M  tel  que  celte  équation  admette  une 
racine  double. 

Ce  lieu  est  une  surface.  Construire  sa  section  {V)  par  un  plan 
donné  :  =  h  parallèle  au  plan  xOy.  Montrer  que  cette  courbe 
(r)  jouit  de  la  propriété  d'être  semblable  à  l'enveloppe  de  ses  nor- 
males. Longueur  totale  de  celte  courbe  (F), 
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Concours  de   i918. 

Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy, 
Oz,    on  considère  la  parabole  (P)  définie  par  les  équations 
;;  =z  0,  y-  —  2pjc  =  0.     . 

l  ne  splière  variable  (S)  a  son  centre  sur  la  parabole  (P)  et  est 
tangonte  à  un  plan  fixe  (II)  d'équation    x  =  h. 

1°  Montrer  que  la  sphère  (S)  est  orthogonale  à  une  sphère  fixe 
(T)  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOy,  et  est  tangente  à  une 
infinité  de  sphères  fixes  (S'i-  Montrer  que  ces  sphères  sont  toutes 
tangentes  à  un  mèuie  plan  (D')  et  orthogonalesà  une  même  sphère 
(T'y  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOz.  Trouver  le  lieu  des  centres 
des  sphères  (S'). 

Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  d'une  sphère  (S)- 
avec  une  sphère  (S')  en  fonction  des  coordonnées  des  centres  de 
ces  deux  sphères. 

2"  Trouver  le  lieu  (C)  du  point  de  contact  M  quand  la  sphère  (S) 
reste  fixe,  la  sphère  (S')  variant,  ainsi  que  le  lieu  (C)  du  point  de 
contact  M  quand  la  sphère  (S')  re-ste  fixe,  la  sphère  [S)  Vdiiaat. 
Ces  deux  lieux  sont  des  courbes  planes  ;  trouver  leurs  plans. 

Trouver  l'équation  de  la  surface  (S)  lieu  des  points  de  contact 
M  des  différentes  sphères  (S)  avec  les  difTérentes  sphères  (S'). 

3o  Etudier,  suivant  les  différentes  valeurs  de  h,  la  forme  de  la 
surface  (S),  en  la  considérant  comme  engendrée  par  les  courbes 
(C)  ou  par  les  courbes  (C).  Déterminer,  s'il  y  a  lieu,  la  portion  de  la 
surface  (S)  correspondant  aux  points  M  pour  lesquels  les  deux 
sphères  (S)  et  (S')  sont  tangentes  intérieurement. 

4°  Montrer  que  deux  courbes  (C)  sont  situées  sur  une  même 
sphère.  Conditions  auxquelles  doit  satisfaire  une  sphère  donnée 
pour  qu'elle  contienne  deux  courbes  (C).  Quelle  relation  géomé- 
trique existe-il  entre  le  centre  de  cette  sphère  et  les  centres  des 
deux  sphères  (S)  correspondant  aux  deux  courbes  (C)  ? 

5°  On  considère  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  de  la 
parabole  (P)  et  dont  le  rayon  est  une  fonction  donnée  de  l'or- 
donnée de  ce  point.  Comment  faut-il  choisir  cette  fonction  pour 
que  les  sphères  ainsi  définies  soient  toutes  tangentes  à  deux  sphères 
n  e  ? 


k2ï  QL"ESTiO>S    DE    CONCOLItS 

Concours  de   1919. 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  on  considère  les 
circonférences  G  (a)  définies  par  les  équations 

!x  =■  a  +  r  cos  9, 
y  ■=  rsincp, 

dans  lesquelles  a  et  r  désignent  des  constantes  et  tp  un  paramètre. 

1°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  circonférences 
C  (a)  lorsque  a  varie.  Ces  trajectoires  sont  des  courbes  y',  appelées 
tractrices;  on  prendra  leurs  équations  sous  la  forme  (1),  en  y 
posant    a  —  f{(f)    et  on  déterminera  la  fonction  f(^). 

En  désignant  par  y  celle  des  courbes  Y  qui  admet  0^  pour  axe 
de  symétrie  et  qui  est  tout  entière  du  côté  des  y  positifs,  discuter 
le  nombre  des  points  communs  à  y  et  à  l'une  quelconque  des 
circonférences  C  (a). 

2°  Trouver  les  courbes  (F)  qui  coupent  les  circonférences  C  (a) 
sous  un  angle  constant  a. 

30  On  désigne  par  y  ('\>)  la  courbe  déduite  de  y  par  une  rotation 
d'angle  4*  autour  de  Ox  et  par  une  translation  r^  le  long  de  Ox 
et  on  désigne  par  S  la  surface  engendrée  par  y('V)  lorsque  l'angle  J/ 
varie. 

Aux  points  de  y,  on  élève  des  normales  (N)  à  (S);  prouver  que 
ces  normales  ont  une  enveloppe  (U)  dont  on  construira  les  pro- 
jections sur  le  plan  Oxy  et  sur  le  plan  Oyz. 

Ces  normales  (N)  engendrent  une  surface  ;  comparer  les  sedions 
de  cette  surface  par  les  plans  parallèles  à  Oxy  avec  les  courbes  (r) 
de  la  deuxième  partie. 

40  Trouver  les  courbes  (E)  de  la  surface  (S)  qui  coupent  à  angle 
droit  les  tractrices  y  {<\>).  Montrer  que  chaque  courbe  est  tracée  sur 
une  sphère  (S)  ;  déterminer  toutes  les  sphères  (x). 

On  considère  la  famille  de  droites  D  obtenues  de  la  façon  sui- 
vante :  on  joint  le  centre  d'une  quelconque  des  sphères  (S)  à  l'un 
quelconque  des  points  de  la  courbe  (E)  tracée  sur  cette  sphère. 

Déterminer  les  droites  D  qui  passent  par  un  point  quelconque  A 
du  plan  Oyz.  Construire  la  courbe  s  que  A  doit  traverser  pour  que 
le  nombre  des  racines  réelles  d'une  des  équations  dont  on  peut 
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faire  dépendre  la  détermination  d-:  ces  droites  augmente  ou  diminue 
de  2. 

Quelle  est  la  position  de  la  courbe  s  par  rapport  à  la  surface  (S)? 
Expliquer  le  résultat. 

5»  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  (S)  en  tous  les  points 
d'une  courbe  (E)  ont  une  enveloppe  (V). 

Soit  MN  la  normale  à  (S)  en  un  point  M  ;  Mo  et  MqNo  désignent 
des  positions  particulières  de  M  et  MN. 

Quand  M  décrit  la  tractrice  y  ('!')  passant  par  Mo,  MN  a  une 
enveloppe  que  MoNo  touche  au  point  Pq. 

Quand  M  décrit  la  courbe  (E)  passant  par  Mo,  MN  a  une 
enveloppe  que  MoNo  touche  au  point  Qo. 

Calculer  le  produit  MoPo  X  MoQo. 

Concours  de   1920, 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Os,  et  deux  cônes  de 
révolution  de  sommets  0  et  A  ayant  ponr  équations  ; 

0)  «2  +  J/2  _  2^2   _   0, 

A)  (-r_a)2  +  j/2_,2  _o 

(a  est  une  constante  positive). 

1"  Les  cônes  0  et  A  ont  en  commun  une  courbe  du  quatrième 
degré  P  dont  les  projections  sur  les  plans  des  zx  et  des  xy  mettent 
en  évidence  que  par  cette  courbe  passent  deux  cylindres  du  second 
degré  qu'on  considérera  comme  des  cônes  dont  les  sommets  B  et  C 
seraient  à  l'infini,  et  on  appellera  tétraèdre  OABC  la  (igure  obtenue 
en  joignant  deux  à  deux  les  quatre  points  A,  H,  C,  0. 

Soit  Mi  {xi,  yi,  3i)  un  point  de  la  courbe  F.  Montrer  que  toute 
droite  passant  par  ce  point  et  coupant  deux  arêtes  opposées  du 
tétraèdre  OABC  en  deux  points  R  et  S  coupe  V  en  un  second  point 
conjugué  harmonique  de  Mi  par  rapport  à  R  et  S.  Calculer  les 
coordonnées  des  trois  points  M2,  M3,  M4,  ainsi  obtenus  en  fonction 
de  celles  de  Mi.  Montrer  que  deux  arêtes  opposées  quelconques  du 
tétraèdre  Mj  M2  M3  M4  coupent  deux  mêmes  arêtes  opposées  de 
OABC  et  que  ce  tétraèdre  est  connu  lorsqu'on  donne  l'un  de  ses 
sommets. 

Les  quatre  points  Mi,  M2,  Mj,  M4  seront  appelés  points  associés. 
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2"  Parla  courbe  f  passent  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  II  dont 
l'équation  est  de  la  forme 

x^-hif  —  2^2  —  e-[(x  —  af  +  ?/2  —  s2]  =  0, 

t  étant  un  paramètre  positif  qui  satisfait  à  certaines  conditions. 
Etudier  les  sections  de  ces  hyperboloïdes  parle  plan  Oxy.  Former 
en  fonction  d'un  paramètre  l'équation  générale  des  génératrices  de 
l'un  des  systèmes  de  H^  et  montrer  qu'il  existe  quatre  de  ces  géné- 
ratrices qui  sont  tangentes  à  la  courbe  F.  Reconnaître  suivant  les 
valeurs  de  t  si  ces  génératrices  sont  réelles.  Calculer  les  coordon- 
nées des  quatre  points  de  contact  Ml,  Mo,  Ms,  Mi  de  ces  génératrices 
en  fonction  de  t,  et  montrer  que  ce  sont  des  points  associés. 

Inversement  les  tangentes  à  I"  en  quatre  points  associés 
Ml,  M2,  M3,  M4  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  H^  dont  on 
écrira  l'équation  en  fonction  de  l'abscisse  de  l'un  des  points. 

3»  On  appelle  corde  de  F  toute  droite  coupant  cette  courbe  en 
deux  points.  Combien  passe-t-il  de  telles  cordes  par  un  point  N 
donné?  Dans  quelle  région  de  l'espace  N  doit-il  se  trouver  pour 
que  ces  cordes  soient  réelles? 

Déduire  des  résultats  obtenus  plus  haut  que,  par  toute  corde 
joignant  deux  points  réels  P,  Q  de  F,  on  peut  mener  quatre  plans 
tangents  à  F  autres  que  ceux  qui  la  toucheraient  en  P  et  Q.  Montrer 
que  si  l'on  considère  les  quatre  cordes  projetées  sur  le  plan  Oxtf 
suivant  une  droite  D,  les  plans  tangents  sont  réels  pour  deux  des 
cofdes. 

On  considérera  en  particulier  la  famille  des  cordes  PQ  qui 
coupent  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  OABC  en  R  et  S  et  par 
lesquelles  passent  des  plans  tangents  réels.  On  étudiera  la  corres- 
pondance entre  les  points  R  et  S  et  on  cherchera  l'équation  du  lieu 
de  cette  droite  RS.  On  montrera  qu'il  existe  deux  surfaces  H,  telles 
que  la  droite  conjuguée  de  toute  droite  PQ  de  la  famille  par  rapport 
à  l'une  ou  l'autre  de  ces  surfaces  est  encore  une  droite  de  la  famille. 
Où  se  trouvent  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  F 
par  une  droite  PQ  ? 

4»  Soit  M  un  point  de  F  et  MT  la  tangente  en  ce  point,  par  cette 
droite  passe  un  hyperboloïde  H,,  la  génératrice  du  second  système 
de  H^  passant  par  M  coupe  la  courbe  F  en  un  second  point  M'. 
Montrer  que  le  plan  MTM'  est  leplan  osculateur  à  r  en  M  et  écrire 
i'équalion  de  l'hvperbolûïde  qui  passe  par  la  tangente  en  M'.  Que 
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peut-on  dire  des  quatre  points  tels  que  M'  correspondant  à  quatre 
points  associés? 

Chercher  l'enveloppe  E  de  la  droite  d'intersection  du  plan  MTM' 
et  du  plan  Oxy,  Construire  celte  courbe  et  signaler  ses  particu- 
larités. Quelle  est  la  classe  de  la  courbe  E?  Reconnaître  suivant  la 
position  d'un  point  dans  le  plan  combien  on  peut  mener  par  ce 
point  de  tangentes  réelles  à  la  courbe  E.  Calculer  l'aire  comprise 
entre  chaque  asymptote  de  E  et  les  branches  de  courbe  correspon- 
dantes limitées  au  point  double  réel. 
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BOURSES  DE  LICENCE 


Concours  de  1893. 

On  considère  la  courbe  C  définie,  quand  t  varie  de  —  <»  à 
-J-  00 ,  par  le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  - 
sont  données  par  les  formules 

X—Zt,  y  =  3*2,  z  =  2tK 

I.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  coordonnées 
sont  respectivement  égales  aux  cosinus  des  angles  que  font  avec  les 
axes  de  coordonnées  : 

1°  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  ; 

2"  La  normale  principale  ; 

3°  T>a  perpendiculaire  au  plan  osculateur. 

II.  Montrer  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé  par  la 
tangente  et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  un  point  de  la 
courbe  a  une  direction  fixe,  et  que  par  conséquent  la  courbe  (C) 
peut  être  regardée  comme  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de 
manière  à  couper  sous  un  angle  de  4oo  toutes  les  génératrices  de  ce 
cylindre.  —  Former  l'équation  de  la  section  droite  de  ce  cylindre 
rpportée  à  deux  axes  situés  dans  son  plan,  et  la  construire. 

III.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe  (G),  combien  peut-on  mener 
de  plans  qui  passent  par  une  tangente  à  cette  courbe  et  qui  soient 
perpendiculaires  au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de  cette 
tangente  ? 

Concours  de   1898. 

On  considère  dans  l'espace  les  droites  (D)  définies  par  les  équa- 
tions 

X   ■=:  VZ  —  V, 
y  ■=.  [u^  —  2mjj)j  —  V![v?  —  v), 
OÙ  M  et  u  sont  deux  paramètres. 

1"  Quel  est  le  lieu  des  droites  (D)  qui  rencontrent  Taxe  des  z  ? 
2°  Par  un  point  M  de  l'espace  passent  en  général  deux  droites  (D)  ; 
il  existe  une  courbe  (C),  dont  on  demande  les  équations,  telle  que 
par  chacun  de  ses  points  passent  une  infinité  de  droites  (D). 
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3»  Montrer  qu'une  quelconque  des  droites  (D)  rencontre  la 
courbe  (C)  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  ;  déterminer,  pour 
une  droite  (D)  donnée,  les  z  des  points  d'intersection decetledroitc 
et  de  la  courbe  (C). 

4''Former  l'équation  de  la  surface  (S),  lieu  des  milieux  des  droites 
qui  joignent  deux  points  de  la  courbe  (C).  Connaissant  les  coor- 
données X  =  Xfi  et  z  =  Zç^  d'un  point  Mq  pris  sur  la  sur- 
face (S)  en  dehors  de  la  courbe  (C),  déterminer  les  deux  droites  (D) 
qui  passent  par  ce  point,  et  reconnaître,  d'après  la  position  dans 
le  plan  des  xz  de  la  projection  du  point  Mq,  si  les  droites  (D)  qui 
passent  par  ce  point  Mo  rencontrent  la  courbe  (C)  en  des  points 
réels  ou  imaginaires. 

50  Par  la  courbe  (C)  et  un  point  M  non  situé  sur  elle,  on  peut 
faire  passer  une  surface  du  second  degré  :  quelle  est  la  nature  de 
cette  surface  dans  le  cas  oi!i  les  droites  (D)  qui  passent  par  ce 
point  M  sont  réelles,  et  danslecas  où  ces  droites  sont  imaginaires? 
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CONCOURS   GÉNÉPiAL 


Concours  de  1  897. 

Soient  oo&c  un  tétraèdre  T  trirectangle  au  sommet  o  donUcs 
arêtes  oa,  oh,  oc  ont  la  même  longueur  /,  et  d  le,  centre  de  la 
sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapporta  un  Irièdrc 
trirectangle  fixe  OX,  OY,  OZ  de  manière  que  les  points  a,  b,  c,  d 
décrivent  respectivement  les  plans  qui  ont  pour  éqoations 
Y  +  Z  =  0,  Z+X  =  0,  x  +  Y  =  0, 

X4-Y+Z  +  l=:  0. 

1"  Démontrer  que  les  points  symétriques  des  points  a,  b,  c,  d 
par  rapport  aux  arêtes  oa,  ob,  oc  du  té'traèdre  T  décrivent  égale- 
ment des  plans. 

2°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le  sommet  o  du 
tétraèdre  T.  —  Cette  surface,  qui  est  du  quatrième  ordre,  a  un  point 
triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent  deux  droites 
0,  o'  qui  rencontrent  la  surface  S  en  quatre  points  confondus.  — 
Chercher  pour  quelles  positions  du  point  a  sur  cette  droite  double 
les  droites  S,  S'  coïncident. 

4°  Montrer  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  cette  sur- 
face suivant  deux  coniques,  et  que  ces  deux  coniques  se  confondent 
pour  quatre  positions  particulières  du  plan  tangent. 

Concours  de  'J89S. 

Étant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  considère  tous  les  systèmes  de 
diamètres  conjugués  égaux  de  cette  surface. 

On  désigne  par  a,  p,  X  les  points  oîi  les  trois  diamètres  de  l'un 
quelconque  de  ces  systèmes  rencontrent  le  plan  tangent  à  l'ellip- 
soïde E  en  l'une  des  extrémités  C  du  petit  axe  CC. 

Cela  étant,  on  demande  de  trouver  : 

1°  Le  lieu  des  sommets  des  triani;les  -/c-;  ; 
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2°  L'enveloppe  des  côtés  de  ces  triangles  ; 

3°  L'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  mêmes  triangles; 

40  Supposant  l'ellipsoïde  de  révolution  autour  du  plus  petit  des 
axos  ce,  trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans 
l'ellipsoïde  par  les  plans  diamétraux  passant  par  deux  diamètres 
conjjgués  égaux. 

Concours  de    1900. 

On  considère  les  paraboloïdes  n  représentés,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  l'équalion 


y' 


-  2a;  —  X  =  0, 


;j  -h  X  q  +1 

dans  laquelle  p,  q  sont  des  constantes  et  X  un  paramètre  variable, 
et  l'on  propose  d"étudier  la  surface  2  enveloppQ  des  plans  polaires 
P,  par  rapport  aux  paraboloïdes  n,  d'un  point  donné  A. 

{°  La  surface  S  est  de  la  troisième'classe  et  chaque  plan  polaire 
touche  cette  surface  en  tous  les  points  d'une  droite  G. 

2"  Les  droites  G  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche  r  du  troi- 
sième ordre;  elles  admettent  un  cône  directeur  C  du  second 
degré. 

3°  La  section  de  la  surface  1  par  un  plan  tangent,  c'est-à-dire  par 
un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une  droite  G  et  d'une  conique.  — 
Déduire  de  là  le  degré  de  la  surface  S. 

4°  Chaque  droite  G  est  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  Q  par  rapport 
aux  paraboloïdes  n. 

Chaque  plan  Q  est  perpendiculaire  à  la  ilroite  G  à  laquelle  il 
correspond. 

0°  Trouver  l'enveloppe  Ci  des  plans  Q  qui  correspondent  aux 
diverses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  l'enveloppe  Ci  avec  les  para- 
boloïdes n  et  avec  le  cône  C. 


Concours   de   1901. 

Étant  donnés  un  ellipsoïde  E  et  une  sphère  S  concentrique  à  cet 
ellipsoïde,  on  prend  le  plan  polaire  P  d'un  point  quelconque  M 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  E,  puis  le  pôle  p  du  plan  P  par  rappoi  t 
a  la  sphère  S. 

Soit  D  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  point  p. 

i°  On  demande  le  lieu  C  que  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
les  droites  D  passent  par  un  même  point  donné. 
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Trouver  réquation  du  cône  décrit  par  les  droites  D. 

2°  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  M  pour  que  les  droites  I> 
soient  situées  dans  un  plan  donné  n,  et  Tenveloppe  des  droites  D 
dans  ce  plan. 

3»  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  droites  D  quand  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  quelconque. 

4»  On  assujettit  les  droites  D  à  rencontrer  une  droite  donnée  A^ 
et  à  rester  parallèles  à  un  plan  donné  D  ;  trouver  le  degré  de  la 
surface  S  engendrée  par  ces  droites  D. 

Chercher  les  conditions  dans  lesquelles  la  surface  S  se  décom- 
pose. 

Concours  de  1902. 


1°  Soient  r,  Ti  les  traces  d'un  ellipsoïde  E  et  de  son  cône 
asymptote  sur  le  plan  n  qui  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C  de 
trois  diamètres  conjugués  wA,  wB,  wC  de  cet  ellipsoïde.  — On  sait 
que  ces  traces  sont  des  coniques  concentriques  et  homothétiques. 

Démontrer  que  le  rapport  de  similitude  des  coniques  r,  Ti  ne 
change  pas  quand  on  fait  varier  soit  les  trois  diamètres  conju- 
gués wA,  coB,  wC,  soit  l'ellipsoïde  E. 

2°  Cela  étant,  on  donne  trois  points  A,  B,  C  non  en  ligne  droite 
et  l'on  considère  tous  les  ellipsoïdes  E  dont  trois  diamètres  conju- 
gués ont  pour  extrémités  les  points  A,  B,  C. 

Démontrer  que  les  ellipsoïdes  E  et  leur  cône  asymptote  sont 
coupés  par  le  plan  ABC  suivant  des  coniques  fixes  r,  Ti.  —  On 
désignera  par  2a  et  par  2^  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  r. 

3»  On  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  symétrie  Ox, 
Oy  delà  conique  r  et  la  perpendiculaire  Oz  au  plan  ABC;  trouver 
l'équation  de  celui  des  ellipsoïdes  E  qui  a  pour  centre  un  point 
donné  w  de  coordonnées  xi,  yi,  zi. 

40  Soient  P,  Q,  R  les  traces  sur  le  plan  ABC  des  axes  de  symétrie 
de  cet  ellipsoïde  E  ayant  pour  centre  to  ;  montrer  que  le  triangle 
PQR  est  conjugué  par  rapport  à  la  conique  Ti.  —  Déterminer  le 
cercle  Ci  conjugué  du  même  triangle  PQR. 

50  Montrerque  les  points  P,  Q,  R  peuvent,  dès  lors,  être  obtenus 
par  l'intersection  d'un  cercle  C2  et  d'une  hyperbole  équilatère  H 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  la  coni- 
que Ti. 

60  Le  cercle  C2  coupe  l'hyperbole  équilatère  H  aux  points  P,  Q,  R 
et  en  un  quatrième  point  S  que  l'on  construira. 

Déterminer  les  puissances,  par  rapport  au  cercle  C2,  de  Tori- 
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^iiio  0  des  coordonnées  et  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  PQR.  —  Construire  le  cercle  d. 
:«  Examiner  le  cas  particulier  où  la  conique  r  est  un  cercle. 


Concours  de    1903. 

On  donne  une  sphère  2  de  centre  P  et  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique n  dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

-^ 2(x—h)  —  0 

p       q        ' 

avec 


Par  le  point  P  on  mène  un  plan  Q  perpendiculaire  à  une  géné- 
ratrice rectiligne  G  du  paraboloïde  n  et  rencontrant  cette  droite 
au  point  g. 

Soit  r  le  cercle  situé  dans  le  plan  Q,  ayant  pour  centre  le  point  g 
et  coupant  à  angle  droit  la  sphère  S. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  le  cercle  r 
quand  la  droite  G  décrit  le  paraboloïde  D. 

2°  L'équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 
(a;2  4-  î/2  ^  z^)x  -+-  Ax2  +  A'(/2  +  \"^2  ^  2Ga;  -f-  20'//  +  2C"i  +  D  =  0, 
les  coefficients  A,  A',  A"  étant  liés  par  une  relation. 

.3°  Trouver  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  placées  sur  la 
surface  S. 

4°  Montrer  que  la  surface  S  admet  dix  familles  de  sections  circu- 
laires; les  plans  des  cercles  d'une  même  famille  se  coupent  suivant 
une  même  droite. 
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AGRÉGATION 


Concours  de  1 805 . 

Oii  lionne  un  ellipsoïde  E  qui,  rapporté  à  ses  plans  principaux, 
a  pour  équation 

ajS  7/2  z"- 

a-  0^  c- 

el  une  sphère  de  rayon  r  et  de  centre  A  {x^,  y^,  zo). 

On  considère  les  quadriques  S  qui  sont  tangentes  à  tous  les 
plans  tangents  communs  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde  E  ;  du  point 
A  on  abaisse  une  normale  AP  sur  l'une  des  quadriques  S,  et  au 
pied  P  de  celte  normale  on  mène  h-  plan  langent  n  à  cette  qua- 
drique. 

t°  Prouver  que  le  plan  E  est  le  plan  polaire  du  point  A  par  rap- 
port à  une  surface  Hp,  homofocale  à  l'ellipsoïde  E,  représentée  par 
l'équation 

a-  —  p        0^  —  p       t!—  p 

2°  Prouver  que  le  plan  n  est  le  plan  polaire  du  point  A  par  rap- 
port à  l'une  des  quadriques  S  ;  prouver  qu'il  est  aussi  un  plan  prin- 
cipal pour  une  autre  de  ces  quadriques.  Les  réciproques  de  ces 
propositions  sont-elles  vraies  ? 

3°  Partout  point  M  de  l'espace  il  passe  trois  plans  n  polaiiTsdu 
point  A  par  rapport  à  trois  quadriques  H>,,  H^,  H.,  du  système 
li(>niofoca].  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  des 
paranif'tres  ),,  [x,  v. 

Déduire  des  expressions  ainsi  obtenues  le  lieu  des  points  M  pour 
esquels  les  trois  plans  IT  sont  rectangulaires. 

4°  Trouver  ce  que  deviennent  les  expressions  des  coordonnées  du 
point  M,  soit  quand  ce  point  est  sur  la  développable  enveloppée 
l^ar  le  plan  El,  soit  quand  il  se  trouve  sur  l'arête  de  rebroussement 
de  celte  développable.  En  conclure  le  degré  de  la  développable  et 
la  nature  de  son  arête  de  rebroussement. 

5°  Tout  plan  II  coupe  L-i  développable  suivant  la  génératrice  de 
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contact  et  suivant  une  conique.  De  quelle  espèce  est  cette  eoniquo? 
En  connaît-on  des  tangentes  remarquables  ? 
(»•  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  divei  ses  coniques. 


Concours  de  1896. 


Étant  donnés,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'ellipsoï  le 

^+^+^-1  =  0. 
vt  la  sphère  concentrique 

x'-  +  iji  +  j-i  —  112  =:  0, 

on  prend  les  plans  polaires  d'un  même  point  M  par  rapport  à  ces 
deux  surfaces.  Ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  A. 

î°  On  demande  quel  lieu  S  engendre  la  droite  A  quand  le  point 
M  décrit  une  droite  quelconque  D  de  l'espace. 

2°  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la  droite  A  passe 
par  un  point  fixe  P?  Quel  est  le  degré  du  cône  décrit  par  la  droite  A? 

3°  On  demande  quelle  relation  géométrique  doit  exister  entre 
deux  points  M,  M'  pour  que  les  droites  correspondantes  A,  A'  se 
coupent. 

4°  Quel  lieu  r  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la  droite  A 
deniexire  dans  un  plan  fixe  FF, 

ux  -^  vy  -\-  icz-  -]-  p  =  0. 

T,os  coordonnées  du  point  M  s'expriment  alors  rationnellement 
(11  fonction  d'un  paramètre. 

Trouver  l'enveloppe  E  de  la  droite  A  dans  le  plan  n. 

o«  Quel  est  le  lieu  de  cette  enveloppe  quand  le  plan  D  se  meut 
parallèlement  à  lui-même? 

6"  D'après  la  4e  partie,  à  tout  plan  D  se  trouve  attachée  une  ligne 
1,  qui  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  droite  A  correspon- 
dante se  trouve  dans  le  plan  n  et,  dans  ce  plan,  cesdroitcs  a  enve- 
loppent une  certaine  courbe  E.  On  suppose  maintenant  qu'un 
point  M  décrive  le  plan  n  :  montrer  que  la  droite  A  correspondante 
s'appuie  constamment  en  deux  points  sur  la  ligne  F  et  que  réci- 
proquement, toute  corde  de  r  correspond  à  un  point  M  du  plan  n. 

7°  Quel  lieu  décrit  A  quand  le  point  M  se  déplace  sur  une  tan* 
gente  de  la  ligne  E,  ou  bien  quand  le  point  M  se  meut  sur  la  ligne 
E  elle  môme? 
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Concours  de   1897. 

On  considère  un  pa  ab)loïde  cquilaKre  ayant  pour  équation  par 
rapport  à  des  axes  rectangulair.'S 

z  =  xy  ; 
on  prend  sur  l'axe  Ox  un  segment 

OM  =  X 
et  sur  l'axe  Oy  un  segment 

OM'  —  ,u,  

ces  deux  segments  étant  liés  pai  une  relation  de  la  forme 

aXfx  +  6X  4-  c[ji  +  rf  =  0, 
où  a,  h,  c,  d  désignent  des  constantes  réelles. 

1°  Trouver  la  courbe  F,  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  généra- 
trice rectiligne  M  G  du  paraboloïde  passant  par  le  point  M  de  Ox 
avec  le  plan  mené  par  Os  perpendiculairement  à  la  droite  MM'. 

2°  Combien  existe-t-ii  de  surfaces  du  deuxième  ordre  qui  passent 
par  cette  courbe  F?  Étudier  le  nombredcs  points  d'intersection  de 
r  avec  les  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  donné  ;  discuter 
la  réalité  de  ces  points. 

3°  Établir  la  relation  nécessaire  et  suffisante  qui  doit  lier  les 
abscisses  xi\  x^,  x^,  x^,  de  quatre  points  de  la  courbe  F,  pour  que 
ces  quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Former  l'équation  aux 
abscisses  des  points  oîi  le  plan  osculateur  coupe  la  courbe  en  quatre 
points  confondus  ;  résoudre  et  discuter  cette  équation. 

Indiquer  le  nombre  de  plans  osculateurs^qu'on  peut  mener  d'un 
point  de  l'espace  à  la  courbe  r. 

4°  Comment  faut-il  déterminer  les  coefficients  a,  6,  c,  t/  pour  que 
les  tangentes  à  la  courbe  F  fassent  partie  d'un  complexe  linéaire? 

5°  On  désigne  par  Ui  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  corres- 
pond à  cette  détermination  pai'ticulière  des  constantes  a,  &,  c,  d. 
Déterminer  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  d'un 
point  donné  P  de  Tospace  a  cette  courbe  Fj  ;  démontrer  que  ces 
points  sont  dans  un  plan  passant  par  P. 

Nota.  —  On  dit  qu'une  droite  mobile 

T  —  .Tn  _   y  —  lia  _  Z  —  Zo 
a  P  Y 

appartient  à  un  complexe  linéaire,  quand  les  coefficients  ar»,  t/o,  Zo,  a,  ^  y 
vérifient  une  équation  de  la  forme 

Aa+  Bp  -I-  Cy  +  L(y?/o  -  ?So)  H-  M(aZo  —  yXo)  +N(p«o  —  az/o)  =  0, 
A,  B,  G,  L,  M,  N  désignant  les  constantes. 
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Concours  de   iS9S 

Ali  système  des  deux  points  M,  M',  dont  les  coordonnées  rectan- 
gulaires sont  respectivement  {x,  y,  z)  {x',  y',  s'j,  on  en  fait  corres- 
pondre un  troisième  P  de  coordonnées  (X,  Y,  Z)  par  les  formules 
X  =  xx',  Y  =  yy',  Z  =  ^z'. 

1°  On  suppose  que  les  points  M,  M'  décrivent  une  même  droite  A 
issue  d'un  point  A  (a,  b,  c)  et  ayant  pour  cosinus  directeurs  a,  ^,  y. 

On  dcmandeqiiels  li<  uxdécrit  le  point  P  quand  M  et  M' décrivent 
la  droite  A  indépendamment  l'un  de  l'autre;  on  bien  quand,  l'un 
des  points  décrivant  la  droite  A,  l'autre  reste  fixe  sur  cette  droite; 
ou  bien,  enfin,  quand  les  deux  points  décrivent  A,  mais  en  restant 
confondus.  Dire  quelles  relations  existent  entre  ces  divers  lieux. 

2'^  On  suppose  maintenant  que  les  points  M,  M'  décrivent  non 
plus  une  même  droite,  mais  une  même  conique  û,  les  coordonnées 
d'un  point  courant  de  cette  conique  û  étant  les  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramètre  X, 

_  g-aX^  -4-  2^'i>.  -4-  «0  _  ^,M-^X+_^  _  Cjl'^A-icxl  +ro 

^-rf.,A2_,_2rf,X-f-do'     ^  —  (/2X2  H- 2rfiX -h  c/o  '     ^~'rf2X2  4-2f/,X+-(/o' 
oii  les  cr,  h,  c,  d  sont  des  coefficients  constants. 

Lorsque  M  et  M'  décrivent  q  indépendamment  l'un  de  l'autre,  le 
point  P  décrit  une  surface  S;  ses  coordonnées  sont  des  fonctions 
rationnelles  du  second  degré  de  deux  paramètres  convenablement 
choisis.  Dire  quel  lieu  décrit  le  point  P  sur  la  surface  S  quand.  M' 
restant  fixe  sur  la  conique  il,  le  point  M  décrit  seul  cette  conique. 
Dire  ensuite  quel  lieu  décrit  le  point  P  quand  M  et  M'  décrivent 
Q,  mais  en  i-estant  liés  par  une  relation  homographique  involutive. 
Quelles  conclusions  peut-on  tirer  du  résultat  relativement  aux 
coniques  situées  sur  la  surface  S  ? 

3»  Quelle  est  la  nature  de  la  correspondance  qui  relie  les  points 
M  et  M'  sur  la  conique  û,  quand  le  point  P  décrit  une  section 
plane  de  la  surface  S?  Étudier  et  interpréter  les  cas  de  décomposi- 
tion. 

Concours  de   i 899 . 

On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  mêmes  focales  qu'un 
paraboloïde  P  dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

1/2  22 

-^ 3x  =  0. 

P        P 
On  mène  à  ces  paraboloïdes  des  normales  parallèles  à  un  plan  Q 
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ayant  pour  équation 

vx  -f-  vij  -f-  icz  =  0. 

1°  Démontrer  que  la  surface  S  lieu  des  pieds  de  ces  normales 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  parabole  variable 
dont  le  plan  enveloppe  un  cylindre  parabolique  C. 

2°  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque,  M  de 
la  surface  S  peuvent  être  exprimées  rationnellement  en  fonction  de 
deux,  paramètres  p,  pi  qui  fixent  la  position  des  plans  tangents 
menés  par  le  point. M  au  cylindre  G. 

Montrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouvées,  que  le  cylindre  C 
touche  la  surface  S  en  tous  les  points  d'une  cubique. 

Montrer,  à  l'aide  des  mènies  expressions,  que  S  est  une  surface, 
réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  rectilignes  sont 
parallèles  à  celles  d'un  cône  de  révolution. 

3°  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on  demande  les 
équations. 

4»  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S 
rencontrent,  en  dehors  de  la  droite  double  à,  une  autre  droite  Ai 
avec  laquelle  elles  font  un  angle  constant.  Trouver  les  équations  de 
cette  droite  Ai. 

RE.uAiiQUK.  —  Parmi  les  résultats  énoncés,  quelques-uns  peuvent  être 
établis  facilement  par  la  géométrie  ;  on  saura  gré  aux  candidats  qui  ajou- 
teront ce  mode  de  démonstration. 


Concours  de  1900. 

Étant  donnés  trois  axes  Ox,  Oy,  Oi,  on  considère  un  cône  du 
second  ordre  C  tangent  aux  deux  plans  xOy  et  arOj,  respective- 
ment, suivant  Oy  et  Os,  et  une  droite  D  rencontrant  Oa;. 

1°  Pour  quelles  positions  de  la  droite  D  existe-t-il  au  moins  une 
surface  du  second  ordre  S,  indécomposable,  passant  par  cettr, 
droite  et  tangente  au  cône  C  en  tous  les  points  d'une  courbe 
plane  ? 

2°  La  droite  D  étant  située  dans  le  plan  aOy  et  restant  fixe, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S. 

Ce  lieu  est  un  plan  P. 

3°  La  droite  D  se  déplaçant  dans  le  plan  xOy  de  façon  que 
le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A  de  l'espace,  trouver  l'enve- 
loppe du  plan  P,  et  montrer  que  la  droite  D  enveloppe  une  para- 
bole Q. 

4°  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  positions  du  point  A  pour 
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lesquelles  la  parabole  Q  correspondanle  est  éi^ale  à  une  parabole 
donnée? 

."0  f,a  droite  D  étant  toujours. située  dans  le  plan  xOy  et  restant 
li\c,  on  donne  un  plan  quelconque  II.  Montrer  que  le  lieu  géomé- 
trique des  points  de  contact,  avec  le  plan  n,  des  surfaces  S  qui  lui 
sont  tangentes  est  une  droite  A. 

Étudier  la  distribution  des  droites  A  dans  l'espace  quand  n  so 
déplace  arbitrairement. 

Combien  y  a-t-il  de  droites  A  passant  par  un  point  quelconque  de 
l'espace? 

Quelle  est  l'enveloppe  du  plan  D  lorsque  la  droite  A  se  déplacé 
dans  un  plan  passant  par  D  ? 

Concours  de    1901, 

On  considère  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  ox,  oy,  oz. 

10  Trouver  l'équation  générale  des  paraboloïdes  P  admettant 
le  plan  xoy  pour  plan  de  symétrie,  tangents  au  plan  yoz  au  point  o, 
et  ayant  pour  trace  sur  le  plan  zox  une  ellipse  de  grandeur  inva- 
riable dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  ox. 

20  Trouver  les  équations  des  focales  F  et  *  de  l'un  de  ces  para- 
boloïdes P. 

3^»  Trouver  l'enveloppe  de  la  focale  F,  qui  est  située  dans  le 
plan  xoy,  lorsque  le  paraboloïde  P  vaiie. 

4o  Dans  la  même  hypothèse,  trouver  l'enveloppe  de  l'axe  et  le  lieu 
du  sommet  de  la  focale  *.  Construire  cette  enveloppe  et  ce  lieu. 

5»  Calculer  le  paramètre  de  la  focale  *  en  fonction  du  coefficient 
angulaire  de  son  axe  (qui  est  situé  dans  le  plan  xoy),  et  étudier  la 
variation  de  ce  paramètre  quand  ce  coefiicient  angulaire  varie. 

G°  En  se  servant  des  résultats  qui  précèdent,  donner  une  idée  de 
la  forme  de  la  surface  engendrée  par  la  focale  'ï>,  quand  le  parabo- 
loïde P  varie.  —  En  particulier,  indiquer  quelle  est  la  section  de 
cette  surface  par  le  plan  zox. 

N.  B.  —  On  désignera  par  a  et  6  (a  >  6)  les  demi-axes  de  l'ellipse 
donnée  par  lo  plan  zox. 

Concours  de  1902. 

Étant  donnée  la  surface  du  second  ordre  S  qui,  rapportée  h  un' 
système  de  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

«2  V*  3^ 

h  -V-  H 2a;  -  0, 

abc 
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on  considère  les  deux  coniques  C  et  C  d'intersection  de  cette  sur- 
face par  les  plans  xOy  et  xO:  et  une  droite  D  située  dans  le  plan 
yOz  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 

1°  Trouver  l'équation  de  tout  plan  P  tel  que,  si  M  est  l'un  do  ses 
points  d'intersection  avec  la  conique  G,  M'  l'un  de  ses  points  d'in- 
tersection avec  la  conique  C  et  N  son  point  d'intersection  avec  la 
droite  D,  les  trois  points  M,  M'  et  ^'  soient  en  ligne  droite, 

2°  Trouver  l'enveloppe  des  plans  P. 

3°  Trouver  le  lieu  S  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  fixe  A  de  l'espace  sur  les  plans  P. 

Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  plans  Q,  passant  par  A,  qui 
coupent  cette  surface  2  suivant  deux  cercles. 

Trouver  l'enveloppe  de  ces  plans  Q  et  le  lieu  de  la  corde  com- 
mune aux  deux  cercles. 

4o  Que  deviennent  les  résultats  précédents  dans  le  cas  particulier 
où  la  surface  du  second  ordre  S  est  un  paraboloïde  ? 


Concours  de  1905. 

On  considère  une  droite  fixe  A  et  deux  droites  fixes  B  et  B'  qui 
rencontrent  A  mais  qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

On  sait  que  si  on  considère  une  surface  du  second  ordre  S  qui 
passe  par  les  trois  droites  A,  B'et  B',  son  centre  G  est  situé  dans 
le  plan  P  parallèle  aux  deux  droites  B  et  B'  et  équidistant  de  ces 
deux  droites. 

1°  Lorsque  le  centre  C  décrit  une  droite  dans  le  plan  P,  la  sur- 
face S  passe  par  une  quatrième  droite  fixe  s'appuyant  sur  B  et  B'. 

2°  Lorsque  le  point  C  décrit,  dans  le  plan  P,  une  courbe  (r)  de 
classe  m,  la  surface  S  enveloppe  une  sui  face  réglée  E  d'ordre  2m 
et,  par  chacune  des  trois  droites  A,  B  et  B',  il  passe  m  nappes  de 
cette  surface  s. 

Montrer  que  la  surface  S  peut  être  considérée  comme  engendrée 
par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  les  deux  droites  B 
et  B'  et  en  restant  tangente  à  un  cylindre  de  classe  m  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  A.  Trouver  l'équation  de  ce  cylindre. 

3°  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  (r)  est  une  conique,  la 
surface  S  est  du  quatrième  ordre  et  admet  la  droite  A  comme 
droite  double . 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface,  en  dehors  de 
A,  suivant  une  conique  ;  trouver  le  Heu  du  centre  de  cette  conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  la  conique  (r) 
est  tangente  soit  au  plan  déterminé  par  les  droites  A  et  B,  soit  au 
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plan  déterminé  par  A  et  B',  soit  à  cc.^  deux  plans  à  la  fois? 

Nota..  —  Les  candidats  devront  traiter  le  problème  par  hi  Géométrie  ana- 
lytique: il  leur  sera  tenu  compte  des  remarques  géomôtriques. 


Concours  de  i  904. 

On  donne  un  cylindre  défini  en  coordonnées  rectangulaires  par 
Toquation 

î/-  —  2px  =  0 
et  un  plan  dont  l'équation  est 

z— by -i-llx  —  ay)  =0. 

1°  Calculer  les  coordonnées  du  sommet  S  de  la  parabole  section 
du  cylindre  par  le  plan.  Trouver  la  courbe  C  lieu  géométrique  de 
ce  sommet  quand  X  varie,  a  et  &  restant  fixes.  Montrer  que  cette 
courbe  possède  en  général  deux  points  doubles  et  peut  être  placée 
sur  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

2°  On  considèire  la  courbe  particulière  C  obtenue  en  posant 
a=i,  6  =  0. 

Quelles  sont  les  relations  qui  existent  entre  les  valeurs  de  X  qui 
correspondentaux  points  de  rencontre  de  C  avecun  plan  arbitraire? 

Discuter  la  réalité  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec 
un  plan  osculateur  quelconque. 

3°  Démontrer  que,  par  toute  droite  tangente  en  un  point  A  à  C, 
on  peut  mener  trois  plans  qui  lui  soient  tangents  chacun  en  un 
point  autre  que  A  ;  réalité  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangenls  k  la  courbe  G'  se  partagent  en  deux  famil- 
les ;  démontrer  que  les  plans  de  l'une  des  familles  sont  tangents  au 
cylindre  parabolique  et  ceux  de  l'autre  famille  tangents  à  une  sur- 
face du  second  ordre  dont  on  déterminera  le  genre. 


Concours  de  1905. 

1"  On  donne  les  deux  droites  D,  D'  définies  respectivement  par 
les  équations 

les  axes  de  coordonnées  ox,  oy,  02  étant  supposés  rectangulaires^ 
Trouver  l'équation  ponctuelle  de  la  surface  S  lieu  du  sommet  d'un 
paraboloïde  variable  qui  passe  par  ces  deux  droites.  Trouver  l'équa- 
tion tangentiellc  de  la  même  surface  S. 
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20  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface 

5  en  fonction  de  l'abscisse  a  et  de  l'ordonnée  p  des  deux  points  N, 
N'  où  une  droite,  menée  par  M,  rencontre  respectivement  1)  et  D'. 
Soit  P  le  point  de  coordonnées  a,  ^  dans  le  plan  xoy.  Lieu  du 
point  M  quand  P  décrit  une  droite  quelconque  du  plan  xoy.  Élude 
de  l'intersection  de  la  surface  S  avec  une  quadrique  quelconque 
qui  passe  par  D  et  D'.  Lieu  correspondant  du  jioint  P.  Cas  où  cette 
intersection  se  décompose. 

30  Démontrer  que  la  surface  S  est  sa  propre  polaire  réciproque 
par  rapport  à  une  infinité  de  quadriques  Q,  dont  on  cherchera 
l'équation  générale  ponctuelle.  On  envisagera  plus  particulièrement 
iparnii  elles  les  paraboloïdes  Qi.  Trouver  l'enveloppe  des  quadri- 
ques Q. 

Concours  de    WOli. 

On  considère  trois  axes  Oa;,  Oy,  Oz  formant  un  trièdre  trirec- 
tangle  et  les  paraboloïdes  ayant  pour  équation,  par  rapport  à  ces 

axes, 

,-J  +  [y  _  azf  H-  2À3  —  R2  =  0, 

a  et  R  étant  des  constantes  et  X  un  paramètre  variable. 

1°  Par  chacun  des  points  P,  P'  où  l'un  de  ces  paraboloïdes 
rencontre  G:,  on  mène  la  sphère  qui  contient  les  sections  circu- 
laires réelles  passant  ce  point  ;  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des 
deux  sphères  relatives  à  P  et  P'  ;  montrer  que  le  plan  radical 
de  ces  deux  sphères  est  parallèle  à  un  plan  Jixe  et  passe  par  '« 
milieu  de  PP'.  Par  chacun  des  points  M  communs  à  ces  deux 
sphères  passe  une  troisième  sphère  qui  correspond  à  un  autre  para- 
boloïde  ;  quel  est  le  lieu  de  M  si  cette  sphère  est  fixe  ? 

2'^  Le  lieu  des  sections  circulaires  rencontrant  Os  se  compose,  en 
généial,  d'un  cône  du  second  degré  et  d'une  surface  du  troisième 
degré;  montrer  que  cette  dernière  peut  être  engendrée  par  un 
cercle  assujetti  à  rencontrer  l'axe  0^  et  deux  autres  droites  réelles 
fixes  D,  D'  auxquelles  il  est  constamment  orthogonal. 

3°  Trouver  les  plans  qui  coupent  la  surface  précédente  suivant 
des  cubiques  circulaires  ;  montrer  que  toute  sécante  menée  dans  un 
tel  plan  par  le  point  A  où  il  rencontre  Os,  coupe  la  cubique  en  des 
points  S  et  S'  tels  que  le  produit  AS.  AS'  soit  constant  si  le  plan 
est  fixe. 

Aux  points  S,  S',  on  mène  les  normales  à  la  cubique  ;  trouver  le 
lieu  de  leur  point  de  rencontre  quand  la  sécante  SAS'  varie  ainsi 
que  le  plan  de  la  courbe. 
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Concours  de  1909. 

On  donne  une  parabole  (P)  el  une  droite  (D)  dont  les  équations, 
relatives  à  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  sont 

el  l'on  considère  la  surface  (S)  engendrée  par  une  droite  variable 
(A)  assujettie  à  rencontrer  (P)  en  un  point  A  et  (D)  en  un  point  B, 
de  façon  que  la  distance  AB  soit  une  constante  l. 

{°  Construire  la  projection  sur  le  plan  xoy  d'une  section  de  la 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  xoy;  construire  la  tangente 
en  un  point  d*  cette  projection  et  nnontrer  que  la  courbe  obtenue 
peut  être  regardée  comme  le  lieu  des  milieux  de  cordes  parallèles 
à  ox  el  limitées,  d'une  part  à  une  parabole  de  sommet  o  et  d'axe 
ox,  d"autre  part  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  ox 
et  oy. 

20  On  peut  distinguer  deux  sortes  de  droites  A  suivant  que  l'abs- 
cisse de  A  est  supérieure  ou  inférieure  à  celle  de  B;  séparer  sur 
les  sections  précédentes  les  arcs  qui  correspondent  aux  généra- 
trices de  l'un  ou  de  l'autre  système  et  trouver  le  lieu  des  points  qui 
limitent  ces  arcs. 

30  On  considère  le  solide  limité  parla  surface  (S)  et  par  les  plans 
;;4-a  =  0,  z—  2a  =  0;  trouver  son  volume  et  construire  son 
contour  apparent  sur  le  plan  zox. 

4°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  droites  {s).  Par 
un  point  A,  on  peut  mener  deux  droites  (a),  qui  rencontrent  une 
trajectoire  orthogonale  en  deux  points  G  etC;  montrer  que  l'on 
peut  choisir  cette  trajectoire  de  façon  que  la  somme  AC  -j- AC  soit 
proportionnelle  à  l'abscisse  de  A. 

Peut-on  choisir  les  constantes  données  de  façon  qu'une  seule 
trajectoire  orthogonale  rencontre  toutes  les  droites  {ù^)  entre  leurs 
points  situés  sur  la  parabole  (P)  et  sur  la  droite  (D)  î 

Concours  de   1910. 

On  considère  deux  paraboloïdes  hyperboliques  équilatères  égaux, 
P  et  Q,  qui  ont  même  axe  et  même  sommet. 
l'On  demande  de  trouver  toutes  les  droites  D  dont  les  conjuguées 
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D'  et  D"  par  rapport  à  P  et  Q  sont  dans  un  même  plan  (on  ne  con- 
sidère que  des  droites  réelles  situées  à  distance  finie).  Montrer  que 
deux  droites  D'  et  D"  qui  correspondent  à  une  môme  droite  D  sont 
à  la  même  distance  de  l'axe  des  paraboloïdes,  qu'elles  font  le 
mênf:e  angle  avec  l'axe  et  que  leurs  projections  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  cet  ax*»  font  un  angle  constant. 

2°  On  considère  une  droite  D  particulière,  que  l'on  désigne  par 
Di  ;  on  prend  sa  conjuguée  Ds  par  rapport  au  paraboloïde  P,  puis  on 
prend  la  conjugée  D3  de  D2  par  rapport  au  paraboloïde  Q,  et  ainsi 
de  suite  de  telle  sorte  qu'une  droite  D^p  soit  conjuguée  de  la  droite 
D2JU-1  par  rapport  à  P  et  qu'une  droite  D22+1  soit  conjuguée  de  la 
droite  D^q  par  rapport  à  Q  ;  étudier  la  distribution  de  ces  droites. 

30  Une  droite  D  se  déplace  en  faisant  un  angle  constant  avec 
l'axe  des  paraboloïdes  et  de  façon  que  les  surfaces  engendrées  par 
D'  et  D"  fassent  un  angle  constant  au  point  commun  à  D'  et  D"  ; 
quelle  surface  engendre  D?  quelles  surfaces  engendrent  D'  et  D' 
et  quel  est  le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D"?  ce  lien  peut-iiêtre 
situé  sur  la  surface  engendrée  par  D?  (On  indiquera  un  mode  de 
génération  simple  de  ces  diverses  surfaces.) 


Concours  de  1919  (Session  normale). 

lo  Sur  la  surface  conoïde  (C)  ayant  pour  équation  en  coordonnées 

rectangulaires    z  =  a— ^.  (a>0),    on  considère  la  courbe  (A) 

X*  -t  y  ' 

dont  la  projection  sur  le  plan  Oxy  a  pour  équation  polaire 
p2  —  62  gjjj  20,    0  étant  le  pôle  et  Ox  l'axe  polaire. 

Vérifier  que  le  plan  tangent  à  la  surface  (C)  en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  (A)  est  osculateur  à  (A). 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  (A)  en  fonciion  ration- 
nelle d'un  paramètre. 

Par  la  courbe  (A)  on  peut  faire  passer  un  hyperboloïde  (H)  dont 
l'équation  est  de  la  forme  Aari/ +  Bs^ -f- C  =0.  Chaque  généra- 
trice de  (II)  rencontre  (A)  en  un  point  ou  trois  points. 

On  considère  une  génératrice  de  (H)  rencontrant  (A)  en  trois 
points  Ml,  Ma,  M3.  Trouver  le  lieu  du  centre  des  moyennes  dis- 
tances de  Ml,  M2,  M3  lorsque  la  génératrice  varie. 

2»  Former  l'équation  tangentielle  de  la  surface  (G). 
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Montrer  que  (C)  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  â 
une  infinité  de  quadriques  (Q)  ayant  pour  équation 

Xx'  +  |jii/2  -f-  2^  +  -=—  s  -f-  a-i  =r  i>, 

X,  [jt,  V  désignant  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire  de  (C). 

Trouver  l'enveloppe  des  quadriques  (Q).  Elle  comprend  un  co- 
noïde  (C)  qui  est  polaire  réciproque  de  (C)  par  rapport  à  l'hyper- 
boloïde  (H)  de  la  première  partie. 

3°  Tout  plan  P  passant  par  une  génératrice  rectiligne  G  de  (C) 
coupe  en  outre  la  surface  suivant  une  ellipse  E  dont  la  projection 
sur  le  plan  des  sy  est  un  cercle  passant  par  l'origine  0  des  coor- 
données. Réciproquement  tout  cercle  x^ -\- y'^  —  ttx  —  2^!/ =  0 
du  plan  des  xy  est  projection  d'une  ellipse  tracée  sur  (C). 

Montrer  que  toutes  les  ellipses  E  ont  la  même  distunce  focide. 

On  considère  sur  (C)  les  ellipses  E  dont  le  petit  axe  a  une  lon- 
gueur donnée  2R.  Leurs  plans  P  enveloppent  une  surface  dévelop- 
pable  (A).  Construire  la  trace  de  A  sur  le  plan  des  xy . 

Trouver  l'arête  de  rebroussement  (r)  de  (A)  et  construire  sa  pro- 
jection sur  Oxy.  Comment  se  développe  (F)  quand  on  développe 
sur  un  plan  le  cylindre  projetant  (r)  sur  le  plan  des  xy. 

Par  (F)  on  peut  faire  passer  une  quadrique  de  révolution  autour 
de  Oz. 

Trouver  le  lieu  de  (P)  quand  R  varie. 

4°  Comment  se  coupent  les  deux  surfaces  (C)  et  (A)? 

Concours  de   1919  (Session  spéciale  d'Octobre). 

Sur  une  sphère  de  rayon  a  rapportée  à  trois  axes  rectangu- 
laires Oxyz  issus  du  centre,  on  considère  la  courbe  (F)  lieu  des 
points  dont  la  longitude  6  est  égale  à  la  latitude. 

Exprimer  en  fonction  de  9  les  coordonnées  d'un  point  de  (F). 
Quelles  sont  les  projections  de  (F)  sur  les  plans  de  coordonnées? 

(F)  admet  un  point  double  A.  Quellessont  les  perspectives  de  (F) 
sur  le  plan  des  yz  lorsqu'on  prend  pour  point  de  vue  le  point  A, 
puis  le  point  diamétralement  opposé  sur  la  sphère?  Quelle  est  la 
perspective  de  (F)  sur  le  plan  des  xy,  le  point  de  vue  étant  le 
point  B  de  1»  sphère  qui  a  pour  cote  a? 
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II  passe  par  (F)  un  cylindre  circulaire  (C)  ;  on  développe  celni-ci 
sur  un  plan  après  l'avoir  ouvert  suivant  la  génératrice  menée  par  A  ; 
comment  se  développe  (F)?  Comment  s'enroule  (F)  quand  on 
enroule  (C)  sur  un  cylindre  de  rayon  double? 

II.  —  On  peut  trouver  dans  le  plan  des  xz  une  infinité  de  couples 
de  points  F,  F'  symétriques  par  rapport  à  Oj;  et  tels  que  la  somme 
de  leurs  dislances  à  tous  les  points  de  (F)  soit  constante.  Construire 
le  lieu  (S)  des  points  F,  F'  ;  en  donner  une  déPnition  géométrique 
simple;  indiquer  une  construction  simple  de  la  tangente  en  un 
point. 

F  et  Fi  désignant  deux  points  quelconques  de  (S),  quelle  relation 
y  a-t-il  entre  leurs  distances  au  point  décrivant  (F)  ? 

III.  —  On  considère  les  plans  normaux  à  (F)  ;  construire  l'enve- 
loppe de  leurs  traces  sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy. 

Combien  peut-on  mener  de  normales  à  (F)  par  un  point  arbi- 
traire ?  Discuter,  suivant  la  position  de  ce  point  dans  l'espace,  la 
réalité  de  ces  normales. 

Soit  AB  l'arc  de  (F)  sur  lequel  on  a    0<8<yet::>0;    il 

existe  sur  cet  arc  deux  points  M,  M'  où  le  plan  normal  est  à  une 
même  distance  8  du  point  double  A.  Montrer  que  la  différence  des 

arcs  AM  et  BM'  est  égale  à  —8.  [On  établira  d'abord  quelesloH- 

gitudes   de   M  et  M'   sont  liées  par  une   relation   de   la   forme 
tgO  tgO'  =  constante]. 

IV.  —  Par  (F)  et  un  point  de  l'espace  il  passe  une  quadrique; 
discuter  sa  nature  suivant  la  position  de  ce  point  dans  l'espace. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  vue  tels  que  la  perspective  de  (F) 
sur  un  plan  ait  deux  points  de  rebroussement  ;  ceux-ci  sont-ils 
toujours  réels  ? 

Comment  faut-il  choisir  le  point  de  vue  et  le  plan  de  projection 
pour  que  la  perspective  de  (F)  soit  une  courbe  bicirculaire  ? 

Le  point  de  vue  M  étant  pris  dans  le  plan  tangent  en  A  à  la 
sphère,  la  perspective  de  (F)  sur  un  plan  possède  un  point  de 
contact  avec  elle-même  et  un  autre  point  double  w;  dans  quelles 
régions  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  ce  point  double  to  soit 
effectif  ou  isolé  ? 
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Concours  de  1920  (Session  spéciale  de  Juillet). 

On  considère  les  deux  droites  A,  A'  qui,  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires,  ont  pour  équations 

i    x  —  d  =  Q,  {    x  +  d  —  0, 

\    y-z[Q%  =  0,  (    t/  +  5tg8  =  0. 

Former  l'équation  de  la  surface  (P)  lieu  des  points  M  de  l'espace 
éqiiidistants  de  A  et  A'.  Montrer  que  le  plan  tangent  à  (P)  au 
point  M  est  perpendiculaire  en  son  milieu  I  au  segment  NN'  qui 
joint  les  projections  N,  N'  du  point  M  sur  A  et  A'. 

Quelles  lignes  doit  décrire  M  sur  (P)  :  1°  pour  que  l'un  des  points 
N,  N'  reste  fixe  ;  2°  pour  que  N.N'  =  const.  ;  3°  pour  que  la  droite 
NN'  reste  parallèle  à  un  plan  fixe? 

II.  —  Exprimer,  en  fonction  des  coordonnées  (a,  ^,  y)  du 
point  M,  celles  du  milieu  I  de  NN'.  Que  décrivent  le  point  I  et  la 
droite  NN'  lorsque  M  décritunedroite  tracée  sur  (P)?  Montrer  que 
si  A,  A'  sont  les  pieds  de  A  et  A'  sur  0»  on  a  AN±  A'N'=:  const. 
lorsque  M  décrit  une  droite  tracée  sur  (P). 

III.  —  Un  paraboloïde  équilatère  (P)  d'équation  xz  +  ax  =  0 
peut,  d'une  infinité  de  manières,  être  considéré  comme  lieu  des 
points  M  équidistants  de  deux  droites  A,  A'.  Sur  quelle  surface 
doivent  se  trouver  a  et  a'? 

Montrer  que  A  et  A'  sont  conjuguées  par  rapport  à  (P). 

La  longueur  (imaginaire)  interceptée  par  (P)  sur  A  est  constante. 

Le  point  M  restant  fixe  sur  (P)  et  le  couple  (A,  A')  variant, 
trouver  le  lieu  du  milieu  I  de  NN',  le  lieu  de  la  droite  NN'  et  le 
lieu  des  points  N,  N'. 

Le  lieu  de  NN'  est  un  plan  n.  Quelle  est  son  enveloppe  quand  M 
xarie  sur  (P)  ? 

Le  lieu  des  points  N,  N'  est  une  ellipse  (E).  Montrer  que 
lorsque  M  varie,  la  distance  focale  de  (E)  reste  constante. 

IV.  —  Le  lieu  des  points  M  de  l'espace,  dont  les  distances  à  deux 
droites  fixes  A,  A'  non  coniplanes  sont  dans  un  rapport  ro;i-tant 
k'k-:^i),  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  admettant  la  pc:  poadi- 
culaire  commune  à  A  et  A'  pour  axe  de  symétrie  transverso. 

Inversement,  étant   donné  un  hyperboloïde  à  une  n;;  !-       H) 
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d'équation    —7  +  77 ~I~'^—^    («>^)»     il  n'est  susceplible 

111 
du  mode  de  définition  précédent  que  si  on  a     yj  =  —r-^  —  - 

Si  cette  relation  est  vérifiée,  il  existe  une  infinité  de  couples  tels 
que  (A,  A').  Ces  deux  droites  rencontrent  0:c  orthogonalement. 

Sur  quelle  surface  (S)  doivent  se  trouver  A  et  A'?  Montrer 
que  (S)  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  (H). 

La  longueur  (imaginaire)  interceptée  par  (H)  sur  A  est  constante. 

Le  lieu  de  la  projection  N  du  point  M  sur  A  lorsque  A  varie, 
M  restant  fixe,  est  l'intersection  d'un  cylindre  circulaire  droit  et 
d'un  cylindre  parabolique. 

On  suppose  A  fixe  et  on  considère  les  sphères  tangentes  à  a  et 
dont  le  centre  M  décrit  (H).  Montrer  que  l'enveloppe  de  ces  sphères 
est  une  surface  unicursale  dont  on  évaluera  le  degré. 
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